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1 Einleitung
In unserer unmittelbaren natu¨rlichen Umgebung bestehen Gase in der Regel aus Teilchen
im elektronischen Grundzustand. Ausnahmen bilden heisse Gase, wie sie bei Entladungs-
und Verbrennungsprozessen entstehen, in denen die thermische Energie groß genug ist, um
elektronisch angeregte Zusta¨nde zu besetzen. Allerdings wird dabei auch immer ein signi-
fikanter Anteil der Teilchen ionisiert. Ein Gas, das ausschließlich aus angeregten Atomen
besteht, kommt in der Natur nicht vor.
Die vorliegende Arbeit untersucht die Dynamik extrem kalter Gase aus hoch angeregten
Atomen – sogenannten Rydbergatomen. Sie bescha¨ftigt sich also mit einer exotischen, meta-
stabilen Materieform, die in aktuellen Experimenten erzeugt wird. Die Physik dieser Vielteil-
chensysteme ist gepra¨gt durch die außergewo¨hnlichen Eigenschaften von Rydbergatomen.
Aufgrund der extrem tiefen Temperaturen ist ihre Dynamik nahezu vollsta¨ndig bestimmt
durch die starken Wechselwirkungen zwischen hoch angeregten Atomen. Gemessen an Di-
stanzen, auf denen neutrale Teilchen u¨blicherweise Kra¨fte aufeinander ausu¨ben, wechselwir-
ken Rydbergatome auf gigantischen Absta¨nden. So wurde die Existenz von Moleku¨len be-
stehend aus einem Rydberg- und einem oder mehreren Grundzustandsatomen vorhergesagt,
deren Bindungsla¨nge einige tausend Bohr-Radien betra¨gt [51, 53, 67, 69]. Sie wurden ku¨rzlich
experimentell nachgewiesen [17]. Die Kra¨fte, die Rydbergatome aufeinander ausu¨ben, wir-
ken sogar auf noch gro¨ßeren Distanzen von einigen Mikrometern [40, 76, 93, 95, 105, 108, 125],
und es gibt Hinweise auf die Existenz riesiger, schwach gebundener Rydberg-Dimere [20, 37].
Auf a¨hnlich großen Absta¨nden ko¨nnen Atome in unterschiedlichen Rydbergzusta¨nden ihre
Anregungsenergie austauschen [1, 2, 19, 102, 113], so dass elektronische Anregungen durch
ein Rydberggas wandern ko¨nnen.
Der besondere Reiz ultrakalter Rydbergsysteme liegt nun darin, dass sich diese Wechsel-
wirkungen durch Adressierung spezifischer Rydbergzusta¨nde, Anlegen elektromagnetischer
Felder und Variation der Dichte in beeindruckender Weise gezielt einstellen und kontrollieren
lassen. Kombiniert mit den Methoden der modernen Quanten- und Atomoptik, ultrakalte
Systeme zu strukturieren, ergibt sich eine enorme Bandbreite an Vielteilchen-Pha¨nomenen,
die in Rydberggasen studiert werden ko¨nnen.
Dieses Maß an Kontrolle macht ultrakalte Rydberggase zu vielversprechenden Kandida-
ten fu¨r Anwendungen in der Quanteninformationsverarbeitung. So wurden zahlreiche Vor-
schla¨ge diskutiert, wie verschra¨nkte Vielteilchen-Zusta¨nde durch Anregung von Rydberg-
atomen generiert werden ko¨nnen [21, 23, 24, 63, 71, 82, 100, 101, 120]. Die Protokolle beru-
hen darauf, dass die starke Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung Mehrfach-Anregungen ver-
hindert. Dieser Effekt wird als Dipol- oder Rydberg-Blockade bezeichnet [71] und ist das
Analogon zur Coulomb-Blockade, die die Mehrfach-Besetzung von Quantenpunkten un-
terdru¨ckt [16, 64, 70]. In ultrakalten Gasen wurde der Blockade-Effekt als dichteabha¨ngi-
ge Unterdru¨ckung der Rydberg-Anregung in zahlreichen experimentellen Arbeiten beob-
achtet [55, 56, 107, 118, 123, 124]. Eine statistische Analyse der Anzahl angeregter Atome
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zeigte, dass die Anregungsdynamik stark von Korrelationen der Rydbergatome gepra¨gt ist
[12, 29, 58]. Die experimentellen Beobachtungen setzten den Rahmen fu¨r die theoretische Be-
schreibung der Anregungsdynamik. Eine Unterdru¨ckung der Rydbergdichte konnte bereits
durch einfache mean-field -Ansa¨tze erhalten werden [118, 126]. Zur Kla¨rung des Einflusses
von Korrelationseffekten auf den Anregungsprozess waren allerdings weiterreichende theo-
retische Zuga¨nge erforderlich. Dazu wurden sowohl rein quantenmechanische [97, 109], als
auch quasi-klassische Ansa¨tze vorgestellt [14, 27] und die Rolle, die Korrelationen bei der
Anregung spielen, eingehend untersucht [13, 59, 110, 114].
Auch fu¨r das Studium des Transports von elektronischen Anregungen bieten ultrakal-
te Rydberggase ein vielversprechendes Umfeld. Einige Resultate von Experimenten, die
den Austausch von Anregungen zwischen Rydbergatomen untersuchten [8, 9, 83, 127], wur-
den durch die Diffusion von Anregungsenergie im ultrakalten Gas erkla¨rt. Diese Interpre-
tation konnte von theoretischer Seite jedoch nicht eindeutig besta¨tigt werden [4, 43, 115].
Zur Kla¨rung dieser Frage ko¨nnte die Untersuchung des ra¨umlichen Energietransfers in ge-
ordneten Strukturen beitragen. Dazu werden derzeit Vorschla¨ge diskutiert, wie der Anre-
gungstransport in strukturierten Systemen orts- und zeitaufgelo¨st beobachtet werden kann
[11, 33, 84, 85, 98]. Durch diese Vorschla¨ge ero¨ffnen sich Verbindungen zu anderen Gebieten
der Physik und Chemie, in denen Energietransfer-Prozesse ebenfalls intensiv untersucht
werden. Der elektronische Anregungstransport spielt eine zentrale Rolle bei der Absorpti-
on von Licht durch gelo¨ste Farbstoff-Komplexe [35, 39, 103] und tritt bei photo-chemischen
Prozessen wie der Photosynthese in Pflanzen auf [42, 104]. Durch die Mo¨glichkeit die Geome-
trie ultrakalter Rydbergsysteme durch quantenoptische Techniken zu kontrollieren und den
elektronischen Energietransfer isoliert zu betrachten, ko¨nnen Untersuchungen an Rydberg-
gasen eine sinnvolle Erga¨nzung zum Studium von Transferprozessen in anderen Gebieten
darstellen.
Das Anliegen der vorliegenden Arbeit ist es, die vielfa¨ltige, von starken Wechselwirkun-
gen gepra¨gte Dynamik ultrakalter Rydbergsysteme zu untersuchen. Dabei wird zuna¨chst der
korrelierte, laser-induzierte Anregungsprozess von Rydbergatomen betrachtet und anschlie-
ßend die Dynamik nach der Anregung beleuchtet. Dies fu¨hrt auf eine Gliederung der Arbeit
in zwei Hauptteile, die sich an das einfu¨hrende Kapitel 2 anschließen, in dem typische Merk-
male und charakteristische Gro¨ßen der untersuchten Rydbergsysteme vorgestellt werden.
Im darauf folgenden ersten Hauptteil (Kapitel 3) wird die Anregung von Rydbergatomen
in einem nicht-entarteten ultrakalten Gas studiert. Im ersten Abschnitt wird der theoreti-
sche Zugang formuliert, der in dieser Arbeit verwendet wird, um den Anregungsprozess fu¨r
zehntausende von Teilchen unter voller Mitnahme der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung
zu beschreiben. Die durchgefu¨hrten Na¨herungen werden eingehend dargelegt und die Re-
levanz des Zugangs hinsichtlich typischer experimentelle Bedingungen diskutiert. In Ab-
schnitt 3.2 wird mit dieser Methode die Rydberg-Anregung aus einem ausgedehnten Gas be-
schrieben. Die wechselwirkungsinduzierte Anregungsunterdru¨ckung wird anhand eines Ver-
gleichs der Resultate einer numerischen Rechnung mit experimentellen Daten besprochen
sowie die Mo¨glichkeit einer Anregungsversta¨rkung und ihrer experimentellen Beobachtbar-
keit ero¨rtert. Abschnitt 3.3 widmet sich den ra¨umlichen Korrelationen der Rydbergatome
und zeigt, dass Anregungsblockade und -versta¨rkung zu verschiedenen Verteilungen von
Rydbergatom-Paaren fu¨hren. Die Untersuchung des Zusammenhanges zwischen Korrelatio-
nen und Anregungsstatistik im Rydberggas beschließt die Diskussionen des ersten Teils.
Der zweite Teil dieser Arbeit (Kapitel 4) behandelt die Dynamik von Rydbergsystemen
nach Abschalten des Anregungslasers. In Hinblick auf eventuelle experimentelle Umsetzun-
7gen wird der Anregungstransfer entlang einer Kette von Rydbergatomen untersucht und ge-
zeigt, dass die Anregungsdynamik mit der Bewegung der Teilchen korreliert ist. In Abschnitt
4.1 wird der Anregungstransport durch die Kette bei festgehalten Atompositionen unter-
sucht. Dabei wird einfu¨hrend die Beschreibung der Dynamik durch das Exzitonen-Konzept
von Frenkel vorgestellt und anschließend auf den Energietransfer in der Rydbergkette u¨ber-
tragen und dieser analysiert. In Abschnitt 4.2 wird die Kopplung der Anregungsdynamik an
die Atombewegung besprochen und mittels eines gemischten quanten-klassischen Zugangs
untersucht. Die Kra¨fte, die auf die Atome wirken, werden analysiert und ihr Zusammenhang
mit den Exziton-Wellenfunktionen eingehend ero¨rtert. Dabei wird sowohl die Bewegung aus
einer regula¨ren Kette als auch aus einem Systems mit Sto¨rstelle besprochen. In letzterem
Fall wird ein adiabatischer Anregungstransfer identifiziert, der durch die Atombewegung
verursacht wird.
2 Charakteristische Merkmale
ultrakalter Rydbergsysteme
Rydbergatome sind benannt nach dem schwedischen Mathematiker und Physiker Jo-
hannes Rydberg. Ihm gelang Ende des 19. Jahrhundert die Klassifikation einer Unmenge
an spektroskopischen Daten, die bei Untersuchungen chemischer Elemente aufgenommen
worden waren. Rydberg fand einen verblu¨ffend einfachen Ausdruck, mit dem er die be-
obachteten Atomspektren als Funktion einer natu¨rlichen Zahl n sowie einer universellen
und zwei vom betrachteten Element abha¨ngigen Konstanten beschreiben konnte [99]. Die
nach ihm benannte Rydberg-Formel bildete einen wichtigen Baustein in der Entwicklung
der Quantenmechanik. Sie stellte ein Resultat dar, das eine theoretische Beschreibung von
Atomen fortan liefern musste. Als Anfang des 20. Jahrhunderts semiklassische und quanten-
mechanische Atommodelle aufkamen, wurde die von Rydberg verwendete natu¨rliche Zahl n
als Hauptquantenzahl identifiziert. Sie gibt den Anregungsgrad eines Atoms an. Fu¨r jedes
Element gibt es einen eindeutigen Minimalwert von n, bei dem sich das Atom in seinem
Grundzustand befindet. Rydbergatome sind hoch angeregte Atome, bei denen n sehr viel
gro¨ßer ist als dieser Minimalwert. Sie haben Eigenschaften, die verglichen mit denen von
Grundzustandsatomen nur als extrem bezeichnet werden ko¨nnen. Wichtig im Zusammen-
hang mit dieser Arbeit ist, dass praktisch alle Eigenschaften stark mit der Hauptquantenzahl
skalieren [49].
Da Verhalten von Rydbergatomen wird bestimmt durch den großen Abstand des Ryd-
bergelektrons vom Atomkern. Dadurch ist es nur noch schwach gebunden. Der Radius r des
Rydbergorbits und die Bindungsenergie EB skalieren invers zueinander mit der Hauptquan-
tenzahl,
r ∼ n2 und EB ∼ n−2 . (2.1)
Der Energieabstand ∆En zwischen zwei Rydbergniveaus mit benachbarter Hauptquanten-
zahl skaliert wie
∆En ∼ n−3. (2.2)
Er ist fu¨r n ∼ 100 im Mikrowellen- und fu¨r extrem hoch angeregte Atome (n ∼ 1500), wie
sie in interstellaren Nebeln beobachtet werden [112], im Radiowellen-Bereich.
Die U¨bergangsdipolmatrixelemente µgr zwischen dem Grundzustand und Rydbergzu-
sta¨nden sind sehr klein. Hingegen ist fu¨r U¨berga¨nge zwischen benachbarten Rydberg-Niveaus
die Kopplung µrr sehr groß. Die Gro¨ßen skalieren wie
µgr ∼ n−3/2 und µrr ∼ n2 . (2.3)
Der radiative Zerfall γ von Rydbergatomen wird durch µ2gr ∼ n−3 bestimmt. Die radiative
Lebensdauer τ = γ−1 skaliert damit wie
τ ∼ n3 . (2.4)
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Rydbergatome sind also außerordentlich stabil was ihren Strahlungszerfall angeht und gelten
in dieser Hinsicht als Prototyp metastabiler Systeme in der Atomphysik. Durch das starke
Anwachsen von µrr mit n ist die Kopplung von Rydbergatomen an Mikrowellen derart
stark, dass die Wechselwirkung von einzelnen Atomen mit einzelnen Photonen beobachtet
[50, 74, 78, 92], oder ihre elektronische Wellenfunktion durch Mikrowellen-Pulse koha¨rent
manipuliert werden kann [3, 25, 72, 73, 80, 129, 130].
Rydbergatome reagieren sehr empfindlich auf statische Felder. Dies dru¨ckt sich in ihrer
großen Polarisierbarkeit α aus, welche sehr stark von n abha¨ngt
α ∼ n7 . (2.5)
Durch statische Felder la¨sst sich die Schwerpunktsbewegung von Rydbergatomen kontrol-
lieren, was z.B. zur Konstruktion von Fallen fu¨r neutrale Teilchen genutzt wird [26, 34, 60,
61, 66, 77, 122]. Der Stark-Effekt ist bei Rydbergatomen besonders ausgepra¨gt. Dies wird
zum einen dazu ausgenutzt um die Energien von Rydbergniveaus gezielt zu verschieben
und, zum anderen kann dadurch auch die elektronische Wellenfunktion manipuliert werden.
Ein aktuelles Beispiel hierfu¨r ist die experimentelle Erzeugung eines
”
Bohrschen Atoms“ -
also eines lokalisierten, elektronischen Wellenpaketes, das sich auf einer Kreisbahn um den
Atomkern bewegt [79]. Durch elektrische Felder ko¨nnen Rydbergatome auch leicht ionisiert
werden. Das kritische Feld Fc skaliert mit der Hauptquantenzahl,
Fc ∼ n−4 . (2.6)
Diese Abha¨ngigkeit wird in den allermeisten Experimenten dazu benutzt, um Rydbergatome
durch Feldionisation zustandsaufgelo¨st nachzuweisen.
Aufgrund ihrer hohen Empfindlichkeit gegenu¨ber a¨ußeren Sto¨rungen wechselwirken Ryd-
bergatome stark mit anderen Teilchen. In der dieser Arbeit werden Effekte untersucht, die
durch Wechselwirkungen der Rydbergatome untereinander verursacht werden. Auf großen
Absta¨nden hat die Kopplung zwischen Rydbergatomen einen Dipol-Dipol- oder einen van-
der-Waals-Charakter, ha¨ngt also vom Abstand R der Rydbergatome wie R−3 bzw. R−6 ab.
Die entsprechenden Kopplungssta¨rken C3 und C6 skalieren mit der Hauptquantenzahl,
C3 ∼ n4 (2.7a)
C6 ∼ n11 . (2.7b)
Sie ha¨ngen also sehr unterschiedlich von n ab. In Abschnitt 3.1.2 werden diese Skalierungen
anhand einfacher U¨berlegungen hergeleitet. Die starke n11-Abha¨ngigkeit der van-der-Waals-
Wechselwirkung fu¨hrt bei Rydbergatomen dazu, dass sich diese eigentlich sehr kurzreich-
weitige Kopplung auch auf großen Distanzen noch bemerkbar macht. Besonders interessant
ist, dass der Kopplungscharakter durch Anlegen eines elektrischen Feldes oder Bestrahlung
mit Mikrowellen gea¨ndert werden kann. In diesem Zusammenhang wird die sehr unter-
schiedliche Abha¨ngigkeit von n dazu ausgenutzt, um die Wechselwirkungen durch Adressie-
rung bestimmter Rydbergzusta¨nde u¨ber einen großen Bereich gezielt einzustellen. In Kapitel
3 werden Wechselwirkungseffekte betrachtet, die von einer van-der-Waals-Wechselwirkung
verursacht werden. Hingegen treiben Dipol-Dipol-Kopplungen die in Kapitel 4 untersuchten
Prozesse. Die typischen Distanzen, auf denen die in dieser Arbeit untersuchten Wechselwir-
kungseffekte wirksam sind, liegen in der Gro¨ßenordnung von 10µm.
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Die Auswirkungen der Wechselwirkungen zwischen Rydbergatomen ko¨nnen schon in Ga-
sen bei Zimmertemperatur beobachtet werden [93, 102]. Die Rydberg-Dynamik dieser Sys-
teme wird durch thermische Stoßprozesse dominiert. Sie zeigt eine Temperaturabha¨ngigkeit,
die durch bina¨re Teilchensto¨ße gut beschrieben werden kann [113]. In ultrakalten Rydberg-
gasen ist die Situation vollkommen anders. Auf typischen Zeitskalen von einigen Mikro-
sekunden, auf denen die Rydberg-Dynamik abla¨uft, spielen thermische Kollisionen keine
Rolle. In diesem Zusammenhang wurde der Begriff des
”
eingefrorenen Rydberggases“ (fro-
zen Rydberg gas) gepra¨gt [9, 83]. Die Anregungsdynamik im eingefrorenen Gas wird durch
quasi-statische Wechselwirkungen zwischen den Rydbergatomen bestimmt. Die theoretische
Beschreibung muss daher die Wechselwirkung zwischen allen Rydbergatomen beru¨cksitigen
und kann nicht anhand bina¨rer Modelle erfolgen.
Der u¨berwiegende Teil an Experimenten, die die Anregungsdynamik ultrakalter Rydberg-
gase untersuchten, wurde bei Temperaturen von T ∼ 100µK durchgefu¨hrt. Typischerweise
wird dazu ein Gas aus Grundzustandatomen in einer magneto-optischen Falle (magneto op-
tical trap; MOT ) geku¨hlt und gefangen. Die erreichten Dichten betragen ρ0 ∼ 1010 cm−3,
was einem mittleren Teilchenabstand von etwa 5µm entspricht. Bei diesen Dichten liegt
die Entartungstemperatur, bei der die thermische Wellenla¨nge der Atome vergleichbar mit
ihrem mittleren Abstand wird, bei Tent ∼ 1nK ≪ T . Ein derart pra¨pariertes Gas kann als
klassisches ideales Gas angesehen werden [65].
Zur Untersuchung der Anregungsdynamik werden die Atome durch ein Laser-System
gezielt in den gewu¨nschten Rydbergzustand angeregt. Ein ha¨ufig verwendetes Anregungs-
schema wird in Kapitel 3.1.1 ausfu¨hrlich besprochen. Typische Pulsdauern liegen in der
Gro¨ßenordnung von einer Mikrosekunde. Um Effekte der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung
beobachten zu ko¨nnen, werden typischerweise Zusta¨nde zwischen n = 30 und 100 adres-
siert. Die Wechselwirkung mit Grundzustandsatomen, die auf Absta¨nden von etwa 0.1µm
stattfindet [51, 53, 67, 69], kann in diesem Gasen vernachla¨ssigt werden. Die angeregten Ato-
me werden durch Feldionisation zustandsabha¨ngig nachgewiesen (vgl. Gl. 2.6). Die Tem-
peratur des Systems ist ausreichend gering, dass sich die Atome wa¨hrend der Dauer des
Rydberg-Experimentes nur um einen Bruchteil ihres mittleren Abstandes thermisch be-
wegen. Wa¨hrend 1µs legen sie etwa 5% des mittleren Abstands zuru¨ck. Daher kann ihre
thermische Bewegung bei der Beschreibung der Anregungsdynamik vernachla¨ssigt werden.
Im Prinzip ko¨nnen Rydbergatome auch aus geordneten Strukturen wie optischen Gittern
oder Mikrolinsen-Arrays angeregt werden. Vorschla¨ge dazu existieren bereits [11, 13, 84, 85].
Die Anregung von Rydbergatomen aus derartigen Strukturen wird in den Kapiteln 3.2 und
4 ausfu¨hrtlich untersucht.
Wenn nichts anderes angegeben wird, werden in dieser Arbeit atomare Einheiten verwendet.
3 Korrelierte Anregungsdynamik im
nicht-entarteten Gas
Die laser-induzierte Anregung von Rydbergatomen in einem ultrakalten Gas ist gepra¨gt
durch starke Rydberg-Rydberg-Wechselwirkungen. Am sichtbarsten werden Wechselwir-
kungseffekte in einer dichteabha¨ngigen Unterdru¨ckung der Anregungswahrscheinlichkeit, die
als Rydberg-Blockade bezeichnet wird. Sie wurde 2001 vorhergesagt [71] und 2004 erstmalig
experimentell beobachtet [107, 118]. Der Blockade-Effekt beruht darauf, dass ein Rydberg-
atom durch seine Wechselwirkung umgebende Atome aus der Resonanz mit dem Anregungs-
laser bringt. Durch die Abnahme der Wechselwirkung mit zunehmendem Abstand ko¨nnen
Teilchen in großer Entfernung aber weiter angeregt werden. Diese Abstandsabha¨ngigkeit
der Blockade-Sta¨rke fu¨hrt dazu, dass die Positionen der angeregten Atome stark korre-
liert sind. Der korrelierte Charakter des Anregungsprozesses konnte 2005 durch Auswertung
der Anregungsstatistik experimentell nachgewiesen werden [29]. Hier zeigte sich, dass die
Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung auch die Fluktuationen in der Anzahl angeregter Atome
stark unterdru¨ckt.
Die Untersuchung von Korrelationseffekten bei der Anregung von Rydbergatomen im
ultrakalten Gas ist das zentrale Thema dieses Kapitels. Die Beschreibung der korrelier-
ten Anregungsdynamik stellt eine große Herausforderung dar, da die Rydberg-Rydberg-
Wechselwirkung mo¨glichst weitgehend beru¨cksichtigt werden muss. Dies wird dadurch er-
schwert, dass sie u¨ber sehr große Distanzen noch wirksam ist. So ko¨nnen mean-field -Ansa¨tze
den Anregungsprozess nur unzureichend beschreiben und mu¨ssen durch den Einbau von
Korrelationen
”
per Hand“ modifiziert werden [118, 126]. Die tatsa¨chlich vorhandenen Kor-
relationen im Gas ko¨nnen so nicht selbstkonsistent bestimmt werden. Quantenmechanische
Ansa¨tze, die die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung voll beru¨cksichtigen, haben mit einer
mathematischen Komplexita¨t zu ka¨mpfen, die exponentiell mit der Teilchenzahl zunimmt.
Ihre praktische Anwendbarkeit ist begrenzt auf Systeme mit wenigen Teilchen. Auch nach
dem Aussondern von Vielteilchenzusta¨nden, die durch den Blockade-Effekt nicht besetzt
werden, bleibt die Anzahl von Rydberganregungen, welche mit solchen voll quantenmecha-
nischen Ansa¨tzen behandelt werden ko¨nnen, stark limitiert [97, 126].
In Abschnitt 3.1 wird daher ein alternativer Zugang entwickelt, der es erlaubt den An-
regungsprozess fu¨r Systeme aus mehrere zehntausend Teilchen unter voller Mitnahme der
Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung zu studieren. Er basiert auf einer adiabatischen Elimi-
nierung quantenmechanischer Koha¨renzen und fu¨hrt auf eine klassische Mastergleichung,
die durch ein Monte-Carlo-Verfahren behandelt werden kann. In den Abschnitten 3.2 und
3.3 wird mit Hilfe dieser Methode die Anregung in einem ultrakalten Gas untersucht. Die
Anregungsblockade wird anhand eines Vergleichs der experimentellen Daten aus [107] mit
Simulationsergebnissen eingehend diskutiert (Abschnitt 3.2). Desweiteren wird gezeigt, dass
bei einer Anregung von Rydbergatomen in einem optischen Gitter sogar eine wechselwir-
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kungsinduzierte Anregungsversta¨rkung sichtbar werden kann. Die Mo¨glichkeit diese Anti-
blockade im Experiment zu beobachten wird ero¨rtert. Abschnitt 3.3 bescha¨ftigt sich explizit
mit den Korrelationen im Gas. Hier wird die Verbindung von Korrelationseffekten mit der
experimentell zuga¨nglichen Anregungsstatistik hergestellt. Diese Verbindung wird eingehend
charakterisiert und anhand der Daten aus dem Experiment [29] diskutiert. Schließlich wird
auch argumentiert, dass sich die Antiblockade in der Anregungsstatistik widerspiegeln wird
und so auch im Gas nachweisen la¨sst.
3.1 Beschreibung der Anregungsdynamik durch eine
klassische Mastergleichung
Die Schwierigkeit bei einer theoretischen Beschreibung der Anregungsdynamik im ultrakal-
ten Gas liegt in der Dimension des Vielteilchen-Hilbertraums begru¨ndet, die exponentiell
mit der Teilchenzahl anwa¨chst. Der in der vorliegenden Arbeit entwickelte Zugang begegnet
diesem Problem, indem er die komplexe Quantendynamik der Rydberganregung na¨herungs-
weise auf die Zeitentwicklung eines klassischen Systems abbildet. Dies geschieht bereits auf
der Ebene der Einzelatom-Anregung und ist interessanterweise gerade unter typischen, im
Experiment vorliegenden Bedingungen mo¨glich. Daher wird in Abschnitt 3.1.1 das in Expe-
rimenten ha¨ufig verwendete Zwei-Stufen-Anregungsschema eingehend untersucht. Es wird
gezeigt, dass sich die optischen Blochgleichungen dieses Schemas durch adiabatische Eli-
minierung der Koha¨renzen auf eine einfache Ratengleichung reduzieren lassen, die sogar
analytisch gelo¨st werden kann. Fu¨r typische experimentelle Parameter gibt die analytische
Lo¨sung die Rydbergdynamik hervorragend wieder.
In Abschnitt 3.1.2 wird der U¨bergang zum wechselwirkenden Vielteilchensystem vollzo-
gen. Es wird gezeigt, wie bei Vernachla¨ssigung von Anregungsprozessen ho¨herer Ordnung die
Quanten-Mastergleichung des Vielteilchensystems durch dieselben Na¨herungen wie bei der
Einzelatom-Anregung auf eine klassische Mastergleichung reduziert werden kann. Bei die-
sem U¨bergang wird die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung vollsta¨ndig mitgenommen. Diese
wird durch eine auf Referenz [68] basierende Methode analytisch abgescha¨tzt. Abschließend
wird eine System aus zwei wechselwirkenden Atomen analysiert. Dabei zeigt sich, dass die
klassische Mastergleichung Ergebnisse liefert, die erstaunlich gut mit der quantenmechani-
schen Rechnung u¨bereinstimmen.
3.1.1 Das Zwei-Stufen-Anregungsschema
Der energetische Abstand von Rydbergzusta¨nden zum Grundzustand liegt bei Atomen im
ultravioletten Frequenzbereich. Bei einer optischen Anregung von Rydbergatomen wird diese
Energiedifferenz ha¨ufig durch zwei Photonen im sichtbaren Frequenzbereich u¨berwunden.
Der Grund dafu¨r ist, dass Laser, die im sichtbaren Bereich emittieren, eine weitaus ho¨here
Frequenz-Stabilita¨t aufweisen als UV-Laser. Durch eine Zwei-Stufen-Anregung kann daher
eine ho¨here spektroskopische Auflo¨sung erreicht werden [31].
Eine Zwei-Photonen-Anregung ist allerdings ineffektiv und beno¨tigt hohe Laser-Intensi-
ta¨ten, falls sie nicht resonant u¨ber einen atomaren Zwischenzustand erfolgt. Deshalb werden
typischerweise zwei unterschiedliche Laser-Systeme verwendet, um den Rydbergzustand zu
erreichen [31]. Ein Pump-Laser treibt dabei einen U¨bergang vom atomaren Grundzustand
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Abbildung 3.1: Drei-Niveau-System, das zur Beschreibung der Zwei-Stufen-Rydberganreg-
ung verwendet wird. Die Bezeichnungen werden im Haupttext erla¨utert.
|g〉 in einen niedrig angeregten Zwischenzustand |m〉, wa¨hrend der Anregungslaser die ei-
gentliche Rydberganregung von |m〉 in den Endzustand |e〉 durchfu¨hrt. Um mo¨glichst hohe
Rydbergdichten zu erreichen, wird der Pump-U¨bergang typischerweise exakt auf Resonanz
getrieben, wohingegen der Anregungslaser u¨ber den Rydbergzustand durchgestimmt werden
kann.
Ist die Frequenzbreite der Laser viel kleiner als der energetische Abstand der ange-
sprochenen Niveaus zu benachbarten Zusta¨nden, kann dieses Zwei-Stufen Anregungsschema
durch ein Drei-Niveau-System beschreiben werden [128], wie es in Abb. 3.1 dargestellt ist.
Darin bezeichnet ∆ die Verstimmung des Rydberg-Anregungslasers von der Resonanz und
die Kopplungssta¨rken der U¨berga¨nge |g〉 ↔ |m〉 bzw. |m〉 ↔ |e〉 werden durch die Rabi-
frequenzen Ω bzw. ω parametrisiert, die weiter unten definiert werden. Desweiteren muss
der radiative Zerfall des niedrig angeregten Zwischenzustandes (mit Rate Γ) beru¨cksich-
tigt werden, da die experimentell verwendeten Pulsdauern (∼ 1µs) u¨blicherweise deutlich
la¨nger sind als die Lebensdauer des Zwischenzustandes (∼ 10 ns). Im Vergleich dazu sind die
Lebensdauern von hohen Rydbergzusta¨nden (> 100µs) deutlich la¨nger als die Pulsdauer,
weshalb der radiative Zerfall von |e〉 vernachla¨ssigt werden kann.
Als Beispiel einer Zwei-Stufen-Anregung sei hier ein typisches Schema fu¨r Rubidium
skizziert. Dieses Element wird in Experimenten ha¨ufig verwendet, da sich seine elektro-
nische Struktur besonders gut fu¨r das Laserku¨hlen eignet [81]. Als Pump-U¨bergang wird
u¨blicherweise der 5 2S1/2 → 5 2P3/2 U¨bergang mit einer Wellenla¨nge von λgm = 780 nm
herangezogen. Da dieser U¨bergang auch beim Laserku¨hlen adressiert wird, ko¨nnen fu¨r die
Dauer der Rydberganregung die MOT-Laser einfach auf Resonanz mit dem Pump-U¨ber-
gang geschaltet werden. Vom |5 2P3/2〉 Zwischenzustand, der eine radiative Lebensdauer
von 26 ns hat [111], erfolgt die weitere Anregung in einen Rydbergzustand |nl〉 mit einem
480 nm Laser. Aufgrund der Auswahlregeln fu¨r Dipolu¨berga¨nge ko¨nnen nur Zusta¨nde mit
l = 0 oder l = 2 adressiert werden. Die Lebensdauer des niedrigsten in diesem Kapitel be-
trachteten Rydbergzustandes, |40S〉, betra¨gt 80µs [88]. Sie ist somit deutlich la¨nger als die
Dauer der Laser-Anregung (∼ 1µs). Desweiteren wa¨chst die Lebensdauer fu¨r ho¨her angereg-
te Zusta¨nde rapide an [vgl. Gl. (2.4)]. Die konkreten Rechnungen dieses Kapitels verwenden
die eben aufgefu¨hrten Daten fu¨r Rubidium.
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Quantenmechanische Beschreibung des Anregungsschemas
Die Quantendynamik des Zwei-Stufen-Anregungsschemas la¨sst sich beschreiben, indem die
Kopplung des Atoms an das elektromagnetische Feld in zwei Anteile aufgespalten wird, die
dann getrennt voneinander behandelt werden (siehe z.B. [28]). Der erste Anteil beschreibt
die Wechselwirkung des Atoms mit den Laser-Moden. Sie ko¨nnen bei genu¨gend hoher In-
tensita¨t und spektraler Auflo¨sung als klassische und monochromatische Felder beschrieben
werden. Die Kopplung des Drei-Niveau-Systems an die klassischen Felder bedingt eine voll-
kommen koha¨rente Zeitentwicklung und kann im Allgemeinen voll behandelt werden, da
die Dimension des zugrundeliegenden Hilbertraums durch die Anzahl der elektronischen
Niveaus bestimmt wird.
Der zweite Anteil beschreibt die Kopplung des Systems an die u¨brigen, quantisierten,
elektromagnetischen Moden, wie z.B. das Vakuum. Diese Wechselwirkung fu¨hrt zum einen
zu einer Verschiebung der elektronischen Energien und zum anderen zu spontaner Emission
und damit zu einer endlichen Lebensdauer von angeregten Zusta¨nden. Hier wird die Gro¨ße
des Hilbertraums maßgeblich durch die Anzahl der verfu¨gbaren Moden des Feldes bestimmt
und ist fu¨r ein System, das sich nicht in einer Kavita¨t befindet, unendlich. Daher wird dieser
Anteil der Atom-Feld-Wechselwirkung mit Hilfe einer effektiven Beschreibung behandelt,
bei der die elektromagnetischen Moden als Bad aufgefasst und aus der Beschreibung heraus
integriert werden [22].
Beru¨cksichtigt man nun beide Anteile der Atom-Feld-Kopplung, wird die Anregungsdy-
namik durch eine quantenoptische Mastergleichung fu¨r die reduzierte Dichtematrix ρˆ des
Atoms bestimmt,
d
dt
ρˆ = −i [h0, ρˆ] + L [ρˆ] . (3.1)
Der erste Term auf der rechten Seite beinhaltet die koha¨rente Dynamik des System, der
zweite die Da¨mpfung durch den spontanen Zerfall.
In (3.1) beschreibt der Hamiltonoperator h0 die Kopplung der elektronischen Zusta¨nde
durch die Laserfelder in Dipol-Na¨herung. Unter Vernachla¨ssigung nicht-resonanter Prozes-
se, (rotating wave approximation) wie z.B. der Emission eines Photons bei gleichzeitiger
elektronischer Anregung und transformiert ins Wechselwirkungsbild bezu¨glich der Atom-
Feld-Kopplung ist h0 fu¨r das betrachtete Drei-Niveau-System gegeben als
h0 = h∆ + hAL (3.2a)
h∆ = ∆ |e〉〈e|, (3.2b)
hAL = −Ω
2
(|m〉〈g|+ |g〉〈m|)− ω
2
(|e〉〈m|+ |m〉〈e|) . (3.2c)
Die Energieverschiebungen der Zusta¨nde durch die Kopplung an das Vakuum sind in der
Verstimmung ∆ beru¨cksichtigt. Die Rabifrequenzen Ω und ω geben die Kopplungssta¨rke
der U¨berga¨nge an. Sie sind definiert als das Produkt des jeweiligen U¨bergangs-Dipolmatrix-
elements dgm bzw. dme mit der zugeho¨rigen Feldamplitude Epump und Eryd des Pump- bzw.
Anregungslasers,
Ω ≡ dgm · Epump , ω ≡ dme · E ryd . (3.3)
Zur Vereinfachung der Notation werden die U¨bergangsmatrixelemente und damit auch die
Rabifrequenzen hier als reell angenommen. Dies ist keine wesentliche Einschra¨nkung der
Allgemeinheit fu¨r die folgenden Betrachtungen.
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Der Da¨mpfungsterm der Mastergleichung kann in Markovscher Na¨herung in der Form
L = Γ
(
LˆρˆLˆ† − 1
2
Lˆ†Lˆρˆ− 1
2
ρˆLˆ†Lˆ
)
(3.4)
dargestellt werden [22]. Die Lindblad-Operatoren
Lˆ = |g〉〈m| und Lˆ† = |m〉〈g| , (3.5)
induzieren U¨berga¨nge zwischen |m〉 und dem Grundzustand und Γ = 1/τm bezeichnet die
inverse Lebensdauer des Zwischenzustandes.
Schreibt man die quantenoptische Mastergleichung (3.1) fu¨r die Komponenten der Dich-
tematrix (ραβ ≡ 〈α|ρˆ|β〉 mit α, β = g,m, e) auf, gelangt man zu den optischen Blochglei-
chungen (OBG), die die Quantendynamik des Drei-Niveau-Systems beschreiben,
ρ˙gg = i
Ω
2
(ρgm − ρmg) + Γρmm (3.6a)
ρ˙mm = −iΩ
2
(ρgm − ρmg)
+i
ω
2
(ρme − ρem)− Γρmm (3.6b)
ρ˙ee = −iω
2
(ρme − ρem) (3.6c)
ρ˙gm = −iΩ
2
(ρmm − ρgg) + iω
2
ρge − Γ
2
ρgm (3.6d)
ρ˙me = −i∆ρme − iω
2
(ρee − ρmm)
−iΩ
2
ρge − Γ
2
ρme (3.6e)
ρ˙ge = −i∆ρge − iΩ
2
ρme + i
ω
2
ρgm (3.6f)
ρβα = (ραβ)
⋆ , falls α 6= β . (3.6g)
Die Diagonalelemente ραα(t) der Dichtematrix (Populationen) geben die Wahrscheinlichkeit
dafu¨r an, das Atom zum Zeitpunkt t im Zustand |α〉 zu finden. Sie genu¨gen aufgrund der
Wahrscheinlichkeitserhaltung zu beliebigen Zeiten der Bedingung∑
α
ραα = 1 . (3.7)
Dadurch kann eine Population stets durch die beiden anderen ausgedru¨ckt und aus der
Beschreibung herausgenommen werden. Die Real- bzw. Imagina¨rteile der Nicht-Diagonal-
elemente (Koha¨renzen) der Dichtematrix beschreiben die Dispersion bzw. Absorption der
Dipolu¨berga¨nge.
Da die OBG lineare Differentialgleichungen bezu¨glich der Dichtematrix sind, ko¨nnen sie
in der Form
~˙ρ = C~ρ
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geschrieben und fu¨r zeitunabha¨ngiges C durch den Ansatz
~ρ(t) = exp (Ct) ~ρ(0)
formal gelo¨st werden. Hier sind die Elemente von ρˆ als Eintra¨ge eines Vektors ~ρ aufzufassen.
Die 9×9 Koeffizientenmatrix C ist aufgrund des spontanen Zerfalls des Zwischenzustandes
nicht symmetrisch.
Explizite analytische Lo¨sungen ko¨nnen fu¨r Spezialfa¨lle gefunden werden. So ist unter
der Voraussetzung, dass das System bei t = 0 im Grundzustand pra¨pariert wurde, die
Zeitentwicklung der Grundzustands- bzw. Rydberg-Population fu¨r ∆ = Γ = 0 durch
ρcohgg (t) =
[
ω2 + Ω2 cos
(
t
2
√
ω2 + Ω2
)]2
(ω2 + Ω2)2
, (3.8a)
ρcohee (t) =
4ω2Ω2
(ω2 + Ω2)2
sin4
(
t
4
√
ω2 + Ω2
)
, (3.8b)
gegeben. Die Populationen fu¨hren Rabioszillationen aus, deren Amplitude fu¨r Ω = ω maxi-
mal (= 1) ist.
Ist die Lebensdauer des Zwischenzustandes endlich, strebt das System fu¨r t → ∞ in
einen Gleichgewichtszustand. Diesen erha¨lt man durch Nullsetzen der Zeitableitungen und
Lo¨sen des dadurch entstandenen algebraischen Gleichungssystems. Die Populationen des
Grund- bzw. Rydbergzustandes in diesem Gleichgewicht sind dann
ρ∞gg =
ω4 + 4Γ2∆2 + (ω2 + 4∆2)Ω2
(Ω2 + ω2)2 + 4∆2(Γ2 + 2Ω2)
, (3.9a)
ρ∞ee =
Ω2(Ω2 + ω2)
(Ω2 + ω2)2 + 4∆2(Γ2 + 2Ω2)
. (3.9b)
Sie streben bei exakter Resonanz (∆ = 0) fu¨r Ω ≫ ω gegen Null bzw. Eins und fu¨r Ω = ω
jeweils gegen 1/2. Der Zwischenzustand wird also in beiden Fa¨llen entvo¨lkert. Der Zerfall
von |m〉 hat somit einen u¨ber den reinen Da¨mpfungseffekt hinausreichenden Einfluss auf die
Dynamik des Drei-Niveau-Systems.
Der Unterschied in der Zeitentwicklung von ρgg und ρee bei Vernachla¨ssigung bzw.
Beru¨cksichtigung des Zerfalls von |m〉 ist in Abb.3.2 illustriert. Dabei ist der experimen-
tell relevante Fall Ω ≫ ω dargestellt. Durch den spontanen Zerfall werden die Rabioszil-
lation schon nach wenigen τm = Γ
−1 praktisch vo¨llig ausgeda¨mpft. Nach dem Abklingen
der Oszillationen verla¨uft die Dynamik des Systems auf der langsamen Zeitskala, die durch
ω−1 bestimmt ist. Zusa¨tzlich ist ein deutliches Anwachsen der Rydberg-Population im Ver-
gleich zum vollkommen koha¨renten Fall ersichtlich. Die Beobachtung, dass in diesem Fall
die Dynamik des Systems nach kurzer Zeit von der langsamen Rydberganregung bestimmt
wird, wird im Folgenden benutzt werden um die Zeitentwicklung des angeregten Zustandes
besonders einfach zu beschreiben.
Beschreibung der Rydberg-Population durch eine Ratengleichung
In Hinblick auf das Studium der Anregungsdynamik in wechselwirkenden Rydberggasen ist
es nu¨tzlich bereits die Beschreibung der Zwei-Stufen-Anregung eines einzelnen Atoms soweit
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Abbildung 3.2: Vergleich der Zeitentwicklung der Grundzustands-Population (a) und der
Rydberg-Population (b) bei Beru¨cksichtigung (schwarz) und Vernachla¨ssigung (rot) des
spontanen Zerfalls des Zwischenzustandes. Die Parameter sind: ∆ = 0, Ω = 3.5 Γ, ω = 0.1 Γ.
wie mo¨glich zu vereinfachen. Interessanterweise ist dies gerade fu¨r Bedingungen mo¨glich, die
in vielen Experimenten vorliegen.
Durch den großen Unterschied der U¨bergangsmatrixelementen (|dgm| ≫ |dme|) ergibt
sich bei typischen Laser-Intensita¨ten eine Zeitskalenseparation, die durch
ω ≪ Γ und ω ≪ Ω (3.10)
ausgedru¨ckt werden kann. Dies hat fu¨r die Dynamik des Drei-Niveau-Systems im wesent-
lichen zwei Konsequenzen. Zum einen werden die Rabioszillationen und mit ihnen die
Koha¨renzen innerhalb einer Zeitspanne der Gro¨ßenordnung Γ−1 ausgeda¨mpft. In diesem
Zeitraum wird der Rydbergzustand kaum populiert. Zum anderen ist die Dynamik des
schwachen Rydbergu¨bergangs wesentlich langsamer als die des Pump-U¨bergangs. Letzterer
erreicht schnell (∼ Ω−1) einen quasi-stationa¨ren Zustand, der nur leicht durch die schwa-
che Kopplung an das Rydberg-Niveau gesto¨rt wird. Der schnelle Pump-U¨bergangs kann
A¨nderungen des Systems, die durch den schwachen Rydbergu¨bergang hervorgerufen wer-
den, adiabatisch folgen. Damit wird die Zeitentwicklung des Systems nach Ausda¨mpfen der
Rabioszillationen durch die langsame Dynamik (∼ ω−1) der Rydberg-Population bestimmt
(vgl. Abb. 3.2(b)).
Unter diesen Voraussetzungen wird die Dynamik der Koha¨renzen zu jedem Zeitpunkt
allein durch die Werte der Populationen festgelegt und kann adiabatisch eliminiert werden
[5, 28], d.h. fu¨r α 6= β gilt na¨herungsweise
ρ˙αβ = 0 . (3.11)
Auflo¨sen der in (3.6) entstandenen algebraischen Gleichungen nach den Koha¨renzen und
Einsetzen in die verbliebenen Differentialgleichungen fu¨r die Populationen ergibt bei Beru¨ck-
sichtigung der Summenregel (3.7) zwei gekoppelte Gleichungen, die die Dynamik von ρmm
und ρee bestimmen,
ρ˙mm = q1ρmm + q2ρee + q3 (3.12a)
ρ˙ee = q4ρmm + q5ρee + q6 . (3.12b)
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Die Koeffizienten qk = qk(Ω, ω,∆,Γ) sind Funktionen der Parameter des Drei-Niveau-
Systems. Zur weiteren Vereinfachung kann Quasi-Stationarita¨t des Pump-U¨bergangs ausge-
nutzt werden, die sich in der Bedingung
ρ˙mm − ρ˙gg = 2ρ˙mm + ρ˙ee = 0 (3.13)
ausdru¨ckt. Damit kann jetzt die Population des Zwischenzustandes eliminiert werden und
man erha¨lt eine einfache lineare Differentialgleichung, die die Dynamik der Rydberg-Popu-
lation beschreibt
ρ˙ee = − γ↑
ρ∞ee
ρee + γ↑ . (3.14)
Ihre analytische Lo¨sung ist
ρee(t) = ρ
∞
ee
(
1− exp
[
− γ↑
ρ∞ee
t
])
. (3.15)
Hier bezeichnet ρ∞ee den Gleichgewichtszustand der Rydberg-Population (vgl. (3.9)) und γ↑
die Anregungsrate in den Rydbergzustand. Sie kann in der Form
γ↑ =
2Γ (ωΩ)2 (Ω2 + ω2)
a0 + a2∆2 + a4∆4
, (3.16)
dargestellt werden, mit den Koeffizienten
a0 =
(
Ω2 + ω2
) [(
ω2 − 2Ω2)2 + 2Γ2 (Ω2 + ω2)] (3.17a)
a2 = 8
(
Γ4 − 4Ω4)+ 4ω2 (Γ2 + 4Ω2)+ 8ω4 (3.17b)
a4 = 32
(
Γ2 + 2Ω2
)
. (3.17c)
Unter der Voraussetzung Ω≫ Γ≫ ω vereinfachen sich beide Gro¨ßen jedoch wesentlich,
γ↑ =
Γω2/Ω2
2(1− 4∆2/Ω2)2 , ρ
∞
ee =
1
1 + 8∆2/Ω2
, (3.18)
und es ist ersichtlich, dass die Anregungsrate bei exakter Resonanz proportional zu (ω/Ω)2
ist. Unter Beru¨cksichtigung der in typischen Experimenten vorliegenden Gegebenheiten ist es
somit gelungen einen analytischen Ausdruck fu¨r die Zeitentwicklung der Rydberg-Population
herzuleiten.
Zur spa¨teren Verallgemeinerung auf den Fall des wechselwirkenden Vielteilchensystems
ist es hilfreich die Differentialgleichung (3.14) als Ratengleichung zu formulieren. Dazu wird
ein effektiver Grundzustand ρeffgg ≡ 1− ρee definiert, so dass (3.14) in der Form
ρ˙ee(t) = γ↑ ρ
eff
gg − γ↓ ρee , (3.19)
geschrieben werden kann. Die Abregungsrate γ↓ ist gegeben als
γ↓ = γ↑
(
1− ρ∞ee
ρ∞ee
)
. (3.20)
Mit γ↑ und γ↓ la¨sst sich nun eine Rate definieren, die die A¨nderung des Zustands eines
effektiven Zwei-Niveau-Systems beschreibt,
γ(∆, σ) ≡ (1− σ) γ↑(∆) + σ γ↓(∆) . (3.21)
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Hier bezeichnet σ = 0, 1 den Zustand des effektiven Zwei-Niveau-Systems und ist Null, falls
es sich im effektiven Grundzustand befindet, und Eins, falls es im Rydbergzustand ist. Mit
diesen Definitionen kann (3.19) zusammen mit dem entsprechenden Ausdruck fu¨r ρeffgg zu
einer Gleichung umformuliert werden, die die Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion
p(σ) =
{
1− ρee fu¨r σ = 0
ρee fu¨r σ = 1
(3.22)
bestimmt,
dp(σ)
dt
=
∑
σ′=0,1
T (σ, σ′) p(σ′) . (3.23)
Der erste Term der U¨bergangsmatrix
T (σ, σ′) = −γ(∆, σ) δσ,σ′ + γ(∆, 1− σ) δ1−σ,σ′ . (3.24)
beschreibt Prozesse, durch die das System den Zustand σ verlassen kann (σ → 1 − σ),
wa¨hrend der zweite Term U¨berga¨nge in den Zustand σ beinhaltet (1− σ → σ).
In dieser Darstellung wird besonders deutlich, dass sich ein relativ komplexes, quanten-
mechanisches Drei-Niveau-System unter bestimmten Bedingungen wie ein einfaches, klas-
sisches Zwei-Zustandssystem verhalten kann. Die Beschreibung der Atom-Laser-Kopplung
durch eine Ratengleichung wird spa¨ter (Kapitel 3.1.2) in a¨hnlicher Form auch im wechsel-
wirkenden Vielteilchensystem auftauchen.
Autler-Townes-Aufspaltung der Rydberg-Linie
Unter den Voraussetzungen (3.10) konnten die OBG durch adiabatische Eliminierung der
Koha¨renzen in eine Ratengleichung umformuliert werden, die sich analytisch lo¨sen la¨sst.
In Abbildung 3.3 wird der analytische Ausdruck (3.15) mit der numerischen Lo¨sung der
OBG (3.6) fu¨r die in den Experimenten [29] und [107] verwendeten Parameter verglichen.
Dargestellt ist die Population des Rydbergzustandes als Funktion der Verstimmung des An-
regungslasers zu verschiedenen Zeiten wa¨hrend der Anregung. Die U¨bereinstimmung zwi-
schen dem analytischem Resultat und der Numerik ist in beiden gezeigten Fa¨llen sehr gut.
Sie verbessert sich mit zunehmender Anregungsdauer, da die OBG und Gl. (3.15) gegen
denselben Gleichgewichtswert ρ∞ee streben.
Das Spektrum des Rydbergzustandes zeigt zwei qualitativ verschiedene Formen, die bei-
de durch die einfache Ratengleichung erfasst werden. Bei kleiner Pump-Rabifrequenz hat die
Rydberg-Population ein Maximum bei ∆ = 0, wohingegen bei großem Ω eine Doppelpeak-
Struktur auftritt. Letztere ist ein transientes Pha¨nomen und verschwindet fu¨r t → ∞, da
der Gleichgewichtszustand (3.9) lediglich einen Peak bei ∆ = 0 hat. Allerdings kann sie fu¨r
Ω≫ ω sehr langlebig sein, wie weiter unten gezeigt wird. Da die beiden gezeigten Szenarien
im wechselwirkenden Vielteilchensystem wesentliche Unterschiede in der Anregungsdynamik
bedingen, werden sie hier genauer untersucht.
Die auftretenden Strukturen im Spektrum der Rydberg-Population sind eine direkte
Konsequenz der großen Differenz der Kopplungssta¨rken der U¨berga¨nge im Drei-Niveau-
System. Wegen Ω≫ ω wird die Dynamik des Pump-U¨bergangs durch die schwache Kopp-
lung zum Rydbergzustand kaum gesto¨rt. Um ein intuitives Bild der Aufspaltung zu bekom-
men, kann man deshalb die beiden U¨berga¨nge zuna¨chst getrennt voneinander betrachten.
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Abbildung 3.3: Population des Rydbergzustandes als Funktion der Verstimmung des An-
regungslasers zu verschiedenen Zeiten (von unten nach oben: 0.3µs, 1.0µs, 2.0µs) und
Vergleich der numerischen Lo¨sung der OBG (3.6) (gestrichelte Linien) mit der analyti-
schen Lo¨sung (3.15) (durchgezogene Linien) im adiabatischen Limes (3.10). Die Parameter
(Ω, ω,Γ) in MHz sind: (4, 0.2, 6) (a) und (22, 0.8, 6) (b) und entsprechen den in den Expe-
rimenten [29] bzw. [107] verwendeten.
Die Diagonalisierung des Hamiltonoperators, der dem Pump-U¨bergang beschreibt [ω = ∆ =
0 in Gl. (3.2)], liefert zwei Eigenzusta¨nde, die als Superposition von |g〉 und |m〉 in einen
symmetrischen und einen antisymmetrischen Zustand gegeben sind,
|+〉 = 1√
2
(|g〉+ |m〉) , |−〉 = 1√
2
(|g〉 − |m〉) . (3.25)
Ihre Energien, E± = ∓Ω/2, weisen eine Differenz von Ω auf. Da das Rydbergniveau |e〉
nicht direkt durch den starken Pump-Laser angesprochen wird, kann es als ungesto¨rt an-
gesehen werden. Durch die schwache Kopplung der Zusta¨nde (3.25) an |e〉, wird nur ihre
energetische Separation geprobt. Deshalb ist eine Doppelpeak-Struktur im Spektrum des
Rydbergzustandes zu erwarten, falls der energetische Abstand Ω der Zusta¨nde (3.25) gro¨ßer
ist als die Breite (∼ Γ) des Pump-U¨bergangs (Autler-Townes-Effekt [15]). Die Ursache fu¨r
das Verschwinden der Doppelpeak-Struktur ist die mit zunehmender Anregungsdauer fort-
schreitende Entvo¨lkerung des Zwischenzustandes.
Das Auftreten bzw. Verschwinden des Autler-Townes-Doublets in Abha¨ngigkeit von der
Anregungsdauer τ und den u¨brigen Parametern kann sowohl durch numerisches Lo¨sen der
OBG (3.6), als auch mit Hilfe der analytischen Lo¨sung (3.15) bestimmt werden. Die Be-
dingung fu¨r den U¨bergang von einer Einfach- zu einer Doppelpeak-Struktur zu Zeitpunkt τ
ist
∂2
∂∆2
ρee(τ,∆)
∣∣∣∣
∆=0
= 0 . (3.26)
Im Fall ω ≪ Γ ≪ Ω fu¨hrt dies unter Verwendung der Anregungsrate und des Gleichge-
wichtszustandes (3.18) auf den universellen Ausdruck
g0 = 2 ln(1 + g0) mit g0 = Γτω
2/Ω2 , (3.27)
dessen numerische Lo¨sung g0 = 2.513 ergibt. Somit zeigt der U¨bergang zwischen Einfach-
3.1 Beschreibung der Anregungsdynamik durch eine klassische Mastergleichung 23
0 5 10 15 20 25
Ω [MHz]
0
5
10
15
20
ω
 
[M
Hz
]
0.1 µs
0.5 µs
2 µs
Abbildung 3.4: Diagramm zur Bestimmung der Peakstruktur des Spektrums des Rydbergzu-
standes beim Zwei-Stufen Anregungsschema zu verschiedenen Anregungszeiten. Die durch-
gezogenen Linien sind die numerisch aus (3.26) bestimmten U¨bergangskurven zwischen
Einfach- und Doppelpeak-Struktur (ober- und unterhalb der U¨bergangskurve); die gestri-
chelten Geraden stellen die Abscha¨tzung (3.28) dar. Die beiden Punkte repra¨sentieren die
in den Experimenten [29] (links) bzw. [107] (rechts) verwendeten Rabifrequenzen und die
Breite des Zwischenzustandes ist Γ = 6MHz.
und Doppelpeak-Struktur ein lineares Verhalten
ω =
√
g0
Γτ
Ω fu¨r ω ≪ Γ≪ Ω . (3.28)
Dieses ist in Abb. 3.4 als gestrichelte Kurven zusammen mit der numerischen Lo¨sung von
(3.26) bei vorgegebenem Γ dargestellt. Fu¨r Wertepaare (Ω, ω), die oberhalb der U¨bergangs-
kurve fu¨r ein festes τ liegen, besitzt das Spektrum des Rydbergzustandes zu diesem Anre-
gungszeitpunkt einen Einfachpeak. Bei Wertepaaren, die unterhalb der Kurve liegen, liegt
eine Doppelpeak-Struktur vor. Damit u¨berhaupt ein Autler-Townes-Doublet beobachtbar
ist, muss die Pump-Rabifrequenz einen kritischen Wert Ωc u¨berschreiten. Fu¨r eine schwache
Kopplung an den Rydbergzustand la¨sst sich Ωc aus der analytischen Lo¨sung (3.15) und der
Bedingung (3.26) bestimmen,
Ωc(ω → 0) = Γ/
√
2 . (3.29)
Dieser Ausdruck formalisiert die oben getroffene Aussage, dass die Autler-Townes-Aufspal-
tung nur dann beobachtbar ist, wenn die Kopplungssta¨rke des Pump-U¨bergangs gro¨ßer ist
als seine energetische Breite. Fu¨r Ω > Ωc ist der Zeitpunkt, an dem das Doublet verschwin-
det, proportional zu 1/ω2 (vgl. Gl. 3.28). Die Doppelpeak-Struktur ist also bei schwacher
Kopplung an den Rydbergzustand (ω → 0) sehr langlebig, weshalb der Autler-Townes-Effekt
zur experimentellen Bestimmung von Ω benutzt wird [117].
Zusammengefasst kann gesagt werden, dass die Dynamik des Zwei-Stufen-Anregungs-
schemas fu¨r typische experimentelle Parameter durch die einfache Ratengleichung (3.23) her-
vorragend beschrieben wird. Sie wurde durch adiabatische Eliminierung der Koha¨renzen aus
der quantenmechanischen Beschreibung der Einzelatom-Anregung erhalten und kann ana-
lytisch gelo¨st werden. Die analytische Lo¨sung (3.15) erfasst die Autler-Townes-Aufspaltung,
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die im Spektrum der Rydberg-Population fu¨r gewisse Anregungsparameter sichtbar wird.
Der Parameterbereich, in dem die Doppelpeak-Struktur auftritt, kann mit Hilfe der einfa-
chen Raten-Beschreibung leicht bestimmt werden. Da durch den Autler-Townes-Aufspaltung
die maximale Wahrscheinlichkeit den Rydbergzustand anzuregen aus der exakten atoma-
ren Resonanz (∆ = 0) verschoben wird, wird sich dieser Effekt auch auf die Dynamik des
wechselwirkenden Vielteilchensystems auswirken. Die theoretische Beschreibung des Anre-
gungsprozesses im wechselwirkenden Rydberggas ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.
3.1.2 Anregung im wechselwirkenden Rydberggas
Der U¨bergang von der Beschreibung der Anregung eines Einzelatoms zu einer im wechselwir-
kenden Vielteilchensystem ist im wesentlichen durch zwei Problemstellungen gekennzeich-
net: (i) dem exponentiellen Anwachsen der Dimension des zugrundeliegenden Hilbertraums
mit der Anzahl der Atome und (ii) der Bestimmung der Wechselwirkung zwischen den
Rydbergatomen.
Die Betrachtungen des vorigen Abschnitts haben bereits einen Hinweis auf eine mo¨gliche
Herangehensweise an den ersten Punkt gebracht. Dort wurde gezeigt, dass sich ein komple-
xes, quantenmechanisches Drei-Niveau-System unter bestimmten Bedingungen wie ein klas-
sisches Zwei-Zustandssystem verhalten kann. U¨bertragen auf ein Gas bedeutet das, dass sich
die Komplexita¨t der Beschreibung der Anregungsdynamik auf ein Maß reduziert, die einen
Zugang mit Hilfe einer klassischen Monte-Carlo-Simulation erlaubt und somit die Behand-
lung großer Teilchenzahlen ermo¨glicht. Ausgehend von der Quanten-Mastergleichung fu¨r
das Vielteilchensystem wird im Folgenden gezeigt, dass sich ein solcher Zugang tatsa¨chlich
ergibt, falls Multiphotonen-Anregungen vernachla¨ssigbar sind.
Die Bestimmung der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung ist eine weitere nicht-triviale
Fragestellung, die beim U¨bergang zum Vielteilchensystem gekla¨rt werden muß. In dieser
Arbeit wird ein pragmatischer Zugang gewa¨hlt, bei dem die Gro¨ßenordnung der Wech-
selwirkungssta¨rke richtig abgescha¨tzt wird [68]. Der Vorteil der Methode ist, dass sie die
Rydberg-Rydberg-Kopplung analytisch angibt. Auf diese Weise ist der Charakter der Wech-
selwirkung besonders scho¨n zu sehen. Die Methode erkla¨rt auch, weshalb sich die Wechsel-
wirkung durch elektrische Felder manipulieren la¨sst. In Abschnitt 3.2 wird die Abscha¨tzung
mit sto¨rungstheoretisch bestimmten Wechselwirkungssta¨rken verglichen.
Die Vielteilchen-Quanten-Mastergleichung
A¨hnlich wie bei der Behandlung der Anregung eines einzelnen Atoms ist der Ausgangspunkt
fu¨r die Beschreibung der Dynamik des Vielteilchensystems eine Quanten-Mastergleichung,
diesmal jedoch fu¨r die N -Teilchen Dichtematrix ρˆ ≡ ρˆ(N),
d
dt
ρˆ = −i [H, ρˆ] + L [ρˆ] . (3.30)
Sie beschreibt sowohl den koha¨renten Anteil der Dynamik als auch die Da¨mpfung durch den
spontanen Zerfall des Zwischenzustandes.
In einem Gas kann die spontane Abregung eines Atoms durch den Zerfall anderer Atome,
die sich in der Na¨he befinden, beeinflusst werden. Dadurch ko¨nnen kollektive Effekte, wie
z.B. superradiance, auftreten [32]. Solche Pha¨nomene sind zu erwarten, wenn sich im Mittel
mehrere Teilchen innerhalb des Koha¨renzvolumens befinden, dessen lineare Abmessung in
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der Gro¨ßenordnung der Wellenla¨nge der emittierten Strahlung liegt [5, 22, 75]. Bei Dichten
von ρ0 ∼ 1010 cm−3 und einer Wellenla¨nge des Pump-U¨bergangs von λgm ≈ 800 nm ist das
Produkt λ3gm ρ0 sehr viel kleiner als Eins. Damit ist die Dichte des Gases so gering, dass der
spontane Zerfall der Atome nicht kollektiv abla¨uft. Der Da¨mpfungsterm in (3.30) kann also
als Summe der Beitra¨ge der Einzelatome geschrieben werden,
L = Γ
N∑
i
(
LiρˆL
†
i −
1
2
L†iLiρˆ−
1
2
ρˆL†iLi
)
. (3.31)
Der Summationsindex la¨uft u¨ber alle Atome und die Lindblad-Operatoren fu¨r das Teilchen
i sind
Li = |gi〉〈mi| und L†i = |mi〉〈gi| . (3.32)
Dabei bezeichnet |αi〉 den elektronischen Zustand des i-ten Atoms. 1.
Der Hamiltonoperator in (3.30) kann in zwei Anteile zerlegt werden,
H = H0 +HRR . (3.33)
Der erste Term ist die Verallgemeinerung von h0 (vgl. Gl. (3.2)) auf ein System aus N
Atomen und beschreibt die Wechselwirkung jedes einzelnen Atoms mit den Laserfeldern,
wa¨hrend der zweite Term die Rydberg-Rydberg Wechselwirkung beinhaltet,
H0 = H∆ +HAL
= ∆
N∑
i
|ei〉〈ei| −
N∑
i
(
Ω
2
|mi〉〈gi|+ ω
2
|ei〉〈mi|+H.c.
)
(3.34a)
HRR =
1
2
∑
i,j (i6=j)
Uij |eiej〉〈eiej | (3.34b)
Wie im Fall der Anregung eines einzelnen Atoms kann auch die Vielteilchen-Quanten-
Mastergleichung (3.30) in der Form
~˙ρ = C~ρ , (3.35)
geschrieben werden. Die Koeffizientenmatrix ist aufgrund des spontanen Zerfalls nicht sym-
metrisch und hat die Dimension 32N × 32N . Dies schließt fu¨r Uij 6= 0 eine numerische Be-
handlung bereits fu¨r Systeme, die aus wenigen Atomen bestehen, praktisch aus und erfordert
Na¨herungen in der Beschreibung der Dynamik. Im Fall Uij = 0 faktorisiert ρˆ in ein Produkt
von Einteilchen-Dichtematrizen und (3.30) reduziert sich auf die quantenoptische Master-
gleichung (3.1), die die Anregung eines einzelnen Atoms beschreibt.
U¨bergang zu einer klassischen Mastergleichung
Die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung und die Verstimmung des Anregungslasers bestim-
men zusammen die Diagonalelemente des Hamiltonoperators (3.34). Der Einfluss von Uij
auf die Dynamik des Systems ist demnach durch den Kommutator [H∆ +HRR, ρ] gegeben.
1Tatsa¨chlich muß zur vollsta¨ndigen Charakterisierung des Teilchens i natu¨rlich auch seine Position ri
angegeben, d.h. der Zustand als |αi, ri〉 geschrieben werden. Um jedoch die Notation u¨bersichtlich zu halten
wird im Folgenden nur der elektronische Zustand des Atoms notiert.
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Bezeichnet man mit |α〉 ≡ |α1 . . . αi . . . αN〉 = |α1〉 · · · |αi〉 · · · |αN〉 die Basiszusta¨nde des
Vielteilchensystems, lauten die Komponenten des Kommutators
([H∆ +HRR, ρ])αβ =
∑
i
[(
∆+
∑
j (i6=j)
Uij
2
δαj ,e
)
δαi,e−
(
∆+
∑
j (i6=j)
Uij
2
δβj ,e
)
δβi,e
]
ραβ , (3.36)
mit ραβ = ρα1...αN ;β1...βN . Die Koha¨renzen der Dichtematrix sind hier alle Eintra¨ge, bei
denen αi 6= βi fu¨r mindestens ein i gilt. Da sich jedes Atom in einen der drei elektronischen
Zusta¨nde befindet,
1 = δαi,g + δαi,m + δαi,e ≡ δαi,g˜ + δαi,e , (3.37)
und die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen i und j symmetrisch ist,
Uij = Uji , (3.38)
kann der Kommutator folgendermaßen umgeschrieben werden
([H∆ +HRR, ρ])αβ =
∑
i
∆i (δαi,e δβi,g˜ − δαi,g˜ δβi,e) ραβ
+
∑
i,j (i6=j)
Uij
2
(
δαi,e δαj ,e δβi,g˜ δβj ,g˜ − δαi,g˜ δαj ,g˜ δβi,e δβj ,e
)
ραβ . (3.39)
In diesem Ausdruck bezeichnet ∆i die ”
lokalen Verstimmung“ des Rydbergzustandes aus
der Resonanz mit dem Anregungslaser,
∆i = ∆+
∑
j 6=i
Uij δαj ,e δβj ,e = ∆+
∑
j 6=i
Uij σj . (3.40)
Dabei ist σj = 1, falls sich Atom j im Rydbergzustand befindet, und ansonsten gilt σj = 0.
Der erste Term in (3.39) zeigt, dass die Energie des Rydbergzustandes des i-ten Atoms
durch die Wechselwirkung mit anderen Rydbergatomen j verschoben wird, was sich als loka-
le Verstimmung ∆i von der Resonanz a¨ußert. Verglichen mit dem Fall Uij = 0 bewirkt dieser
Term keine A¨nderung der Struktur der Mastergleichung, d.h. es entstehen keine zusa¨tzli-
chen Kopplungsterme und die Wechselwirkung modifiziert lediglich Koeffizienten, die vor
gewissen Koha¨renzen stehen (∆→ ∆i).
Die zusa¨tzlichen Kopplungen, die durch die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung generiert
werden, beinhaltet der zweite Term in (3.39), der fu¨r Uij → 0 verschwindet. Er beschreibt die
gleichzeitige Anregung von Atompaaren (i, j) in den Rydbergzustand und somit Prozesse,
fu¨r die die gleichzeitige Absorption von mindestens zwei Photonen erforderlich ist. Diese
Terme ho¨herer Ordnung ko¨nnen vernachla¨ssigt werden, da sie im Allgemeinen nicht resonant
sind und ihre effektive Rabifrequenz sehr klein ist (vgl. auch die Diskussion am Ende dieses
Abschnitts und in Abschnitt 3.2.1). Fu¨r den Kommutator gilt also na¨herungsweise
([H∆ +HRR, ρ])αβ ≈
∑
i
∆i (δαi,e δβi,g˜ − δαi,g˜ δβi,e) ραβ . (3.41)
In dieser Na¨herung hat die Quanten-Mastergleichung die gleiche algebraische Struktur wie
im wechselwirkungsfreien Fall. Somit ko¨nnen die Koha¨renzen fu¨r ω ≪ Ω und ω ≪ Γ in ana-
loger Weise adiabatisch eliminiert werden, wie es im Fall der Einzelatom-Anregung getan
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wurde. Die Populationsdynamik wird durch eine zu (3.23) analoge Gleichung fu¨r die Vertei-
lungsfunktion P (σ) der Vielteilchen-Konfigurationen σ ≡ {σ1, . . . , σi, . . . , σN} beschrieben,
dP (σ)
dt
=
∑
σ′
T (σ, σ′)P (σ′) . (3.42)
Mit σi ≡ {σ1, . . . , 1−σi, . . . , σN} wird hier die Konfiguration bezeichnet, die bis auf den Zu-
stand des Atoms i identisch mit σ ist. Die Summation erstreckt sich u¨ber alle 2N mo¨glichen
Vielteilchen-Konfigurationen. Die 2N × 2N U¨bergangsmatrix T (σ, σ′) ist die Verallgemeine-
rung von (3.24) auf den Vielteilchen-Fall und kann dementsprechend analog interpretiert
werden,
T (σ, σ′) = −
∑
i
(
γ(∆i, σi) δσ,σ′ − γ(∆i, 1− σi) δσi,σ′
)
. (3.43)
γ(∆i, σi) gibt die in (3.21) definierte Rate fu¨r die A¨nderung des Zustandes des i-ten Atoms
in Abha¨ngigkeit von der lokalen Verstimmung an. Durch die ∆i werden die Vielteilchen-
zusta¨nde gekoppelt. Die Verteilungsfunktion P (σ) zerfa¨llt fu¨r endliche Rydberg-Rydberg-
Wechselwirkung nicht in ein Produkt von Einteilchen-Verteilungsfunktionen und entha¨lt die
ra¨umlichen Korrelationen, die im System auftreten.
Wegen der Vernachla¨ssigung gleichzeitiger Anregungen mehrerer Rydbergatome wird
eine Vielteilchen-Konfiguration σ durch die U¨bergangsmatrix
”
lediglich“ an N andere Kon-
figurationen σi gekoppelt. Dies stellt eine enorme Vereinfachung der Beschreibung eines
Systems dar, das immer noch 2N Zusta¨nde aufweist. Sie ist letztendlich der Grund, wes-
halb mit diesem Zugang auch große Systeme mit bis zu 105 Teilchen behandelt werden
ko¨nnen und wird explizit sichtbar, wenn man (3.43) in (3.42) einsetzt und die Summe u¨ber
σ′ ausfu¨hrt,
dP (σ)
dt
= −
N∑
i
γ(∆i, σi) P (σ) +
N∑
i
γ(∆i, 1− σi) P (σi) . (3.44)
Die Summationen in dieser klassischen Mastergleichung erstrecken sich u¨ber die N Teilchen-
indizes und nicht mehr u¨ber die 2N mo¨glichen Vielteilchenzusta¨nde.
Bei bekannter Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung kann (3.44) numerisch durch ein ein-
faches Monte-Carlo-Verfahren gelo¨st werden. Dazu werden zuna¨chst N Teilchenpositionen
entsprechend dem Dichteprofil des Gases ausgewu¨rfelt, d.h. eine Realisierung des Systems
erzeugt. Weiterhin wird ein kleiner Zeitschritt ∆t gewa¨hlt und der Zeitindex t auf Null ge-
setzt. Der elektronische Anfangszustand σi fu¨r jedes Atom i wird festgelegt (typischerweise
σi = 0 fu¨r alle i) und die lokalen Verstimmungen ∆i fu¨r die Konfiguration gema¨ß Glei-
chung (3.40) berechnet. Nun wird sukzessive fu¨r jedes Teilchen i die Wahrscheinlichkeit wi
bestimmt, dass es seinen Zustand a¨ndert,
wi = γ(∆i, σi)∆t .
Die Rate γ(∆i, σi) ist durch Gleichung (3.21) gegeben. Die Entscheidung, ob das Teilchen
seinen Zustand wechselt wird getroffen, indem eine Zufallszahl ξ aus einer Gleichverteilung
im Intervall [0, 1] gezogen und mit wi verglichen wird. Ist wi < ξ wird die A¨nderung durch-
gefu¨hrt und die lokalen Verstimmungen neu bestimmt, ansonsten beha¨lt das Atom seinen
Zustand. Sind auf diese Weise sa¨mtliche Teilchen abgefragt wird der Zeitindex um ∆t erho¨ht
und die Prozedur wiederholt bis t seinen gewu¨nschten Maximalwert erreicht hat. Die Wahl
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von ∆t muss so getroffen werden, dass in einem Zeitschritt maximal ein Teilchen seinen
Zustand a¨ndert. Dieses Verfahren wird fu¨r eine große Anzahl von Realisierungen wiederholt
und die Rydbergdichte durch Mittelung u¨ber alle Realisierungen bestimmt.
Mit dieser Methode kann die Dynamik von Systemen, die aus zehntausenden von Teil-
chen bestehen, simuliert werden. Die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung wird vollsta¨ndig
beru¨cksichtigt. Somit ko¨nnen die ra¨umlichen Korrelationen der Rydbergatome besonders
gut erfasst werden. Durch den stochastischen Charakter des Verfahrens besteht ein direkter
Zugriff auf Fluktuationen der Rydberg-Teilchenzahl. Im Prinzip la¨sst sich sogar die ge-
samte Rydberg-Verteilungsfunktion vollsta¨ndig charakterisieren. Diese Eigenschaften heben
die in dieser Arbeit vorgestellte Methode von alternativen Zuga¨ngen zur Beschreibung der
Anregungsdynamik ab. Mean-field-Methoden ko¨nnen die starken Korrelationen, die den An-
regungsprozess pra¨gen, nicht beru¨cksichtigen. Um die Dynamik na¨herungsweise zu beschrei-
ben mu¨ssen die Korrelationen der Rydbergatome
”
per Hand“ eingebaut werden [118, 126].
Zuga¨nge, die versuchen den Anregungsprozess vollsta¨ndig quantenmechanisch zu beschrei-
ben, sind limitiert durch die Teilchenzahl. Obwohl bei diesen Verfahren die Dimension des
Hilbertraums stark reduziert werden kann, indem durch Wahl eines Energie-cut-offs nicht-
besetzbare Vielteilchenzusta¨nde entfernt werden, beschra¨nkt sich die simulierbare Teilchen-
zahl u¨blicherweise auf weniger als 100 [97, 126].
Fu¨r die konkrete Bestimmung der Anregungsdynamik mit Hilfe der Monte-Carlo-Metho-
de ist noch die Spezifizierung der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung erforderlich. Dies wird
im folgenden Abschnitt besprochen.
Bestimmung der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung
Durch die besonderen Eigenschaften von Rydbergatomen gestaltet sich die Berechnung ih-
rer Wechselwirkungen untereinander im Allgemeinen als nicht-triviale Aufgabe. Da sich das
Rydbergelektron weit vom Kern befindet, sind Rydbergatome sehr empfindlich auf a¨uße-
re Sto¨rungen. Dies spiegelt sich in starken Dipol-Kopplungen zu energetisch benachbarten
Zusta¨nden wider, die mit dem Quadrat der Hauptquantenzahl skalieren [vgl. Gl. (2.3)].
Durch dem großen Durchmesser hoch angeregter Atome ist der U¨berlapp der elektroni-
schen Wellenfunktionen zweier Rydbergatome auch bei großen Absta¨nden (∼ 1µm) nicht
vernachla¨ssigbar, so dass im Allgemeinen auch Austauscheffekte eine wichtige Rolle spielen
ko¨nnen. Eine Abscha¨tzung, bei welchen Absta¨nden diese Effekte signifikant werden, liefert
der sogenannte Le-Roy-Radius [108],
RLR ≡ 2
(√
〈n1, l1|r2|n1, l1〉+
√
〈n2, l2|r2|n2, l2〉
)
. (3.45)
In dieser Definition bezeichnet |ni, li〉 die radiale elektronische Wellenfunktion des Ryd-
bergatoms i und r den Abstand des Rydbergelektrons zu seinem Kern. Berechnet man
zur Abscha¨tzung RLR mit den radialen Wellenfunktionen von Wasserstoff, ergibt sich fu¨r
n1 = n2 = 100 und l1 = l2 = 0 ein Le-Roy-Radius von etwa 3µm. Bei der ho¨chsten in dieser
Arbeit betrachteten Teilchenzahldichte (ρmax = 1.2 · 1010 cm−3) ist der mittlere Teilchenab-
stand a ≈ 4.4µm somit gro¨ßer als das abgescha¨tzte RLR, weshalb Austauschterme in der
Berechnung der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung U(R) vernachla¨ssigt werden.
Zur Bestimmung des asymptotischen Verhaltens von U(R) fu¨rR→∞ werden im wesent-
lichen zwei Zuga¨nge verwendet. Beide Methoden basieren auf einer Multipol-Entwicklung
der Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Rydbergatomen. Beim ersten Zugang werden
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Abbildung 3.5: Zwei Atome, die anfa¨nglich in demselben Rydbergzustand pra¨pariert wurden,
ko¨nnen durch dipolerlaubte U¨berga¨nge ihren Zustand a¨ndern, falls der energetische Abstand
der Zusta¨nde |s〉 und |p〉 nahezu gleich dem Abstand der Zusta¨nde |s〉 und |p′〉 ist (links). In
der Zweiteilchen Basis entspricht dies einer nahezu Entartung zwischen den Paarzusta¨nden
|ss〉 und |pp′〉 mit Paar-Verstimmung δ (rechts).
die Koeffizienten Ck der Entwicklung sto¨rungstheoretisch bestimmt. Fu¨r zwei Rydberg-
atome mit gleicher Hauptquantenzahl, die sich im S Zustand befinden tritt z.B. der ers-
te nicht-verschwindende Beitrag bei k = 6 auf. Die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung
hat in diesem Fall einen van-der-Waals Charakter und der C6-Koeffizient ergibt sich aus
Sto¨rungstheorie zweiter Ordnung. In zahlreichen Arbeiten wurden die Ck-Koeffizienten allge-
mein fu¨r verschiedene Rydbergzusta¨nde der experimentell wichtigen Alkalimetalle bestimmt.
[20, 76, 95, 108, 125].
Beim zweiten Zugang wird die Wechselwirkung zweier Rydbergatome mittels U¨bergangs-
Dipol-Dipol-Kopplungen betrachtet. Diese treten auf, wenn beide Atome durch dipol-erlaub-
te U¨berga¨nge ihren Zustand a¨ndern ko¨nnen. Bei diesem Verfahren wird eine Kopplungs-
matrix aufgestellt, die alle erlaubten U¨berga¨nge von den betrachteten Rydbergniveaus zu
anderen Paarzusta¨nden beschreibt. Das Wechselwirkungspotential wird dann durch Diago-
nalisierung der Matrix erhalten.
Um ein intuitives Bild der Rydberg-Rydberg-Kopplung zu erlangen, wird diese Me-
thode an einem Beispiel illustriert. Referenz [68] folgend, wird dazu das einfache Schema
betrachtet, das in Abb. 3.5 dargestellt ist. Zwei Atome im Abstand R > RLR seien in einen
Rydbergzustand |s〉 angeregt. Es wird angenommen, dass sich |s〉 energetisch zwischen zwei
weiteren Rydbergniveaus |p〉 und |p′〉 befindet (Ep > Es > Ep′), zu denen Dipolu¨berga¨nge
von |s〉 aus erlaubt sind (linker Teil von Abb. 3.5). Sind die drei Rydbergzusta¨nde energe-
tisch a¨quidistant, sind die Paarzusta¨nde |ss〉 und |pp′〉 (eines der Teilchen ist in |p〉 und das
andere in |p′〉) fu¨r R → ∞ entartet, ansonsten sind sie um δ = 2Es − (Ep + Ep′) gegenein-
ander verstimmt (rechter Teil von Abb. 3.5). Da die Energiedifferenz zweier benachbarter
Rydbergzusta¨nde mit n−3 skaliert, weist auch δ dieses Skalierungsverhalten auf. Die Ver-
stimmung der beiden anderen mo¨glichen Paarzusta¨nde |pp〉 und |p′p′〉 ist derart groß, dass
sie im Folgenden vernachla¨ssigt werden. Die U¨bergangs-Dipol-Dipol Wechselwirkung
V (R) = µspµsp′/R
3 (3.46)
induziert fu¨r endliche Absta¨nde U¨berga¨nge zwischen |ss〉 und |pp′〉. Die U¨bergangsmatrix-
elemente µsp und µsp′ skalieren mit dem Quadrat der Hauptquantenzahl, was fu¨r V (R) eine
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n4-Abha¨ngigkeit ergibt. Die Kopplung der beiden Paarzusta¨nde fu¨hrt nun zu einer abstand-
sabha¨ngigen Verschiebung der Paarenergien. Diese ergibt sich aus der Diagonalisierung der
Kopplungsmatrix
H =
(
0 V (R)
V (R) δ
)
, (3.47)
als
U(R) =
1
2
(
δ ±
√
δ2 + 4V 2(R)
)
. (3.48)
Demnach verha¨lt sich die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung fu¨r δ2 ≫ 4V 2(R) asymptotisch
wie 1/R6 und skaliert mit n11, d.h. hat den Charakter einer van-der-Waals-Wechselwirkung.
Hingegen fa¨llt sie fu¨r δ2 ≪ 4V 2(R) mit 1/R3 ab und skaliert mit n4, was einer Dipol-
Dipol-Wechselwirkung entspricht. Im Spezialfall δ = 0 (Fo¨rster Resonanz ) hat U(R) einen
reinen Dipol-Dipol-Charakter. Dieser Fall kann durch das Anlegen eines elektrischen Feldes
eingestellt werden [49]. Da Rydbergatome bei δ = 0 ihren Anregungszustand paarweise
resonant a¨ndern, konnte so eine Umverteilung der Anregung auf andere Rydbergzusta¨nde
in zahlreichen Arbeiten beobachtet werden [2, 9, 19, 83, 102, 113, 127].
Die oben angegebenen Skalierungseigenschaften erlauben eine sehr einfache Bestim-
mung der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung fu¨r beliebige n ≫ 10, wenn die Zweiteilchen-
Verstimmung δ und die beno¨tigten U¨bergangsmatrixelemente fu¨r eine Hauptquantenzahl
n0 bekannt sind. Fu¨r Rubidium la¨sst sich so die Wechselwirkung von zwei Rydbergatomen
im Zustand |s〉 = |ns〉, der am sta¨rksten mit den beiden Zusta¨nden |p〉 = |np3/2〉 und
|p′〉 = |(n − 1)p3/2〉 koppelt, mit Hilfe der in Referenz [68] fu¨r n0 = 48 angegebenen Wer-
te (δ(n0) = −4.2 · 10−8 a.u. und µ2(n0) ≡ µn0s,(n0−1)pµn0s,n0p = 843800 a.u.) fu¨r beliebige
Hauptquantenzahlen bestimmen,
µ2(n) = µ2(n0)
(
n⋆
n⋆0
)4
, (3.49a)
δ(n) = δ(n0)
(
n⋆0
n⋆
)3
. (3.49b)
Dabei bezeichnet n⋆ = n − η die effektive Hauptquantenzahl, die den Quantendefekt η
entha¨lt. Der Quantendefekt gibt den Einfluss des Ionenkerns auf die Wellenfunktion des
Rydbergelektrons an und ha¨ngt vom Bahndrehimpuls des Elektrons ab (fu¨r einen l = 0
Zustand von Rb ist η = 3.13, [49]).
Beru¨cksichtigt man zusa¨tzlich Dipolkopplungen zu anderen Rydbergzusta¨nden kann mit
der Diagonalisierungsmethode U(R) recht genau bestimmt werden. So wurde in [105] die
Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung zwischen Cs Atomen durch Mitnahme der Kopplungen
zu mehreren tausend Rydbergzusta¨nden berechnet. In den folgenden Rechnungen wird die
Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung jedoch durch Gl. (3.48) abgescha¨tzt. Sie hat den Vorteil,
dass sich U(R) fu¨r beliebige Hauptquantenzahlen analytisch bestimmen la¨sst. Fu¨r die relativ
großen Absta¨nde, die in dieser Arbeit betrachtet werden, liefert sie dennoch die richtige
Gro¨ßenordnung der Wechselwirkungssta¨rke.
Anregungsdynamik zweier wechselwirkender Atome
Der einfachste Fall, der die Wechselwirkung zwischen Rydbergatomen entha¨lt, ist ein Sys-
tem aus zwei Atomen. Die Quanten-Mastergleichung, die dieses System beschreibt, besteht
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Abbildung 3.6: Lo¨sung der klassischen (durchgezogen) und Quanten-Mastergleichung (ge-
strichelt) als Funktion der Hauptquantenzahl n fu¨r ein System aus zwei Atomen im Abstand
5µm nach einer Anregungsdauer von 2µs im Fall, dass das Einzelatom-Spektrum einen Ein-
fachpeak [(a),(c)] bzw. eine Doppelpeak-Struktur [(b),(d)] aufweist. Die obere Zeile [(a),(b)]
zeigt die Gesamtwahrscheinlichkeit fe Atome im Rydbergzustand zu detektieren, die untere
[(c),(d)] die Wahrscheinlichkeit ρee;ee, dass sich beide Atome im Rydbergzustand befinden.
Die Anregungsparameter (Ω, ω,Γ) in MHz sind: (4, 0.2, 6) (linke Spalte) und (22, 0.8, 6)
(rechte Spalte); die Wechselwirkungssta¨rke wurde durch Gl. (3.48) mit Parametern fu¨r Rb
abgescha¨tzt.
aufgeschrieben in Komponenten aus 81 gekoppelten Differentialgleichungen, wohingegen ihr
klassisches Pendant lediglich vier Gleichungen aufweist. Dies zeigt schon die dramatische
Vereinfachung in der Beschreibung der Dynamik, die allein durch die adiabatische Eliminie-
rung der Koha¨renzen erreicht wird.
Abbildung 3.6 zeigt einen Vergleich der Lo¨sungen der beiden Mastergleichungen fu¨r die
Fa¨lle, dass das Einzelatom-Spektrum eine Einfach- bzw. Doppelpeak-Struktur aufweist. Zum
einen ist als Funktion der Hauptquantenzahl n (und damit der Wechselwirkungssta¨rke) die
Gesamtwahrscheinlichkeit fu¨r die Anregungen in den Rydbergzustand,
fe = 〈NRyd〉/Ngesamt , (3.50)
dargestellt. In diesem Ausdruck bezeichnet Ngesamt(= 2) die Gesamtanzahl der Teilchen und
〈NRyd〉 die mittlere Zahl von Rydbergatome. Zum anderen ist die Wahrscheinlichkeit ρee,ee,
dass sich beide Atome im Rydbergzustand befinden, aufgetragen. Der Abstand r der Atome,
der typischen mittleren Teilchenabsta¨nden in den Experimenten [107] und [29] entspricht,
sowie die Pulsdauer τ sind bei diesen Rechnungen festgehalten.
Wie schon beim Vergleich zwischen den Lo¨sungen der optischen Blochgleichungen mit
der einfachen Ratengleichung fu¨r das Einzelatom, ist auch hier eine gute U¨bereinstimmung
zu erkennen. Die Abweichungen zwischen der
”
exakten“ Quanten-Rechnung und der klassi-
schen Mastergleichung bewegen sich mit einigen wenigen Prozent etwa im selben Bereich wie
beim Einteilchensystem. Die zusa¨tzlichen Annahmen, die bei der Herleitung der klassischem
Mastergleichung getroffen wurden (Vernachla¨ssigung vom Anregungsprozessen ho¨herer Ord-
nung), fu¨hren zu keinen wesentlichen zusa¨tzlichen Abweichungen.
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Abbildung 3.7: Wahrscheinlichkeit ρee;ee bei einer Anregung von zwei Atomen beide im Ryd-
bergzustand (n = 82) zu finden als Funktion der Laser-Verstimmung ∆ fu¨r Atomabsta¨nde
von 5µm (a) bzw 7µm (b). Die durchgezogenen Linien repra¨sentieren die Lo¨sung der klassi-
schen Mastergleichung, die gestrichelten die der Quanten-Mastergleichung. Die Insets zeigen
die Gesamtwahrscheinlichkeit fe in den Rydbergzustand anzuregen. Die Anregungsparame-
ter entsprechen denen von Abb.3.6 (b).
Ein mo¨glicher Beitrag der vernachla¨ssigten Anregungsprozesse (zweiter Term in (3.39))
zur Anregungsdynamik sollte sich bemerkbar machen, wenn fu¨r |∆| ≫ 0 und |U(r)| ≫ 0
die Zwei-Photonen-Verstimmung ∆2ph ≡ 2∆ + U(r) verschwindet. Dies ist in Abb.3.7(a)
illustriert, die als Funktion der Laser-Verstimmung die Wahrscheinlichkeit ρee;ee zeigt, dass
sich beide Atome im Abstand r = 5µm nach τ = 2µs im Rydbergzustand befinden. Bei
∆2ph = 0 weist die Lo¨sung der Quanten-Mastergleichung eine Drei-Peak-Struktur auf, die
bei der Raten-Beschreibung nicht vorhanden ist. Allerdings ist die absolute Gro¨ße von ρee;ee
so klein, dass dieser Beitrag in der Gesamtwahrscheinlichkeit fe vernachla¨ssigbar gering ist
verglichen mit den quasi-resonanten Beitra¨gen bei ∆ ∼ 0 (Inset von Abb.3.7(a)). Ist der
Abstand der beiden Atome gro¨ßer und damit die Wechselwirkung zwischen ihnen schwa¨cher,
wird der Beitrag von ρee;ee zur Gesamtwahrscheinlichkeit signifikant (Abb.3.7(b)). Die An-
regung der beiden Atome in den Rydbergzustand erfolgt hier allerdings sequentiell, da die
Verstimmung ∆ bereits die Anregung eines der beiden Atome erlaubt, so dass dieser Beitrag
auch durch die klassische Mastergleichung erfasst wird.
Insgesamt zeigen die Zwei-Atom-Rechnungen, dass der Zugang zur Beschreibung der An-
regungsdynamik mittels einer klassischen Mastergleichung sehr gut funktioniert. Daneben
ko¨nnen aus diesen Rechnungen aber auch sehr interessante physikalische Aspekte der korre-
lierten Rydberganregung gewonnen und Erwartungen fu¨r die Anregung im Gas formuliert
werden. So zeigt Abb. 3.6, dass bei
”
kleinen“ Hauptquantenzahlen - d.h. bei vernachla¨ssig-
barer Wechselwirkungssta¨rke - die Anregung erwartungsgema¨ß wie bei isolierten Atomen
erfolgt, Hingegen ist bei sehr starker Wechselwirkung eine Unterdru¨ckung der Anregungs-
wahrscheinlichkeit zu erkennen. Dies wird von einem vollsta¨ndigen Verschwinden von ρee;ee
begleitet. Fu¨r das betrachtete System aus zwei Atomen ist dies das Regime der
”
Dipol-“ oder
”
Rydbergblockade“, bei der durch das Vorhandensein einer Rydberganregung eine weitere
Anregung komplett verhindert wird [71]. In einem Gas, dessen Ausdehnung gro¨ßer als die
Reichweite der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung ist, wird zwar keine vollsta¨ndige Blocka-
de, aber zumindest eine teilweise Unterdru¨ckung der Rydberganregung zu erwarten sein. Bei
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mittleren Wechselwirkungssta¨rken ist das Verhalten des Systems abha¨ngig davon, ob das
Einzelatom-Spektrum eine Einfach- oder Doppelpeak-Struktur hat. Im ersten Fall erfolgt ein
monotoner und relativ scharfer U¨bergang von
”
normaler“ Anregung zur Rydberg-Blockade.
Hingegen ist in dem Fall, bei dem die Einzelatom-Linie eine Autler-Townes-Aufspaltung
aufweist, eine Erho¨hung von fe und insbesondere ein enormes Anwachsen in der Wahr-
scheinlichkeit, dass beide Atome angeregt sind, zu beobachten. Demnach induziert hier die
Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung keine Unterdru¨ckung der Anregung, sondern eine Anre-
gungsversta¨rkung, indem sie die Rydbergenergien derart verschiebt, dass sie mit den Posi-
tionen der Maxima des Autler-Townes-Doublets u¨bereinstimmen. Allerdings zeigt sich diese
”
Antiblockade“ nur in einem relativ kleinen Bereich von Hauptquantenzahlen, d.h. ihr Auf-
treten ha¨ngt stark von der genauen Kopplungssta¨rke zwischen den Teilchen ab. In einem
Gas, in dem die Teilchenabsta¨nde und mit ihnen die Wechselwirkungssta¨rken fluktuieren,
wird die Anregungsversta¨rkung sicher nicht so klar zum Vorschein treten, wie sie es in den
Zwei-Atom-Rechnungen tut. In einem strukturierten System, wie z. B. bei Atomen in einem
optischen Gitter, in dem die Absta¨nde sehr genau festgelegt sind. sollte sich die Antiblocka-
de jedoch eindeutig nachweisen lassen. Die anhand der Zwei-Atom-Rechnungen antizipierte
Anregungsdynamik in einem ultrakalten Gas wird im Folgenden fu¨r Systeme aus mehreren
zehntausend Atomen studiert. Dabei wird sowohl die Anregungsunterdru¨ckung als auch die
Antiblockade eingehend untersucht.
3.2 Wechselwirkungsinduzierte Anregungsunterdru¨ckung
und -versta¨rkung
Die Zwei-Atom-Rechnungen des vorangegangenen Abschnitts haben gezeigt, dass sich die
starke Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung zwischen sehr hoch angeregten Atomen in einer
Anregungsunterdru¨ckung a¨ußert. Dieser Wechselwirkungseffekt kann im Experiment durch
Messung der Dichte der angeregten Atome als Funktion der Dichte des Gases oder alternativ
als Funktion der Intensita¨t des Anregungslasers nachgewiesen werden. Wie in Abschnitt
3.2.1 gezeigt wird, bringt diese Methode allerdings den Nachteil mit sich, dass sie keine
weitergehenden Informationen u¨ber die korrelierte Anregungsdynamik liefern kann.
Eine Mo¨glichkeit diesen Nachteil zu umgehen wird in Abschnitt 3.2.2 vorgestellt. Sie
besteht in der Strukturierung des Gases durch ein optisches Gitter. In solchen Systemen
kann beispielsweise die Abha¨ngigkeit der Anregungsdynamik von der Form des Spektrums
des Einzelatoms allein durch die Messung der Rydbergdichte studiert werden. Insbesondere
kann so die Anregungsversta¨rkung, die sich in den Zwei-Atom-Rechnungen bei bestimmten
Wechselwirkungssta¨rken gezeigt hat, untersucht werden.
3.2.1 Rydberganregung im Gas - Anregungsunterdru¨ckung
Die erste experimentelle Besta¨tigung einer Anregungsunterdru¨ckung in ultrakalten Ryd-
berggasen erfolgte 2004 durch zwei unabha¨ngige Messungen an der University of Connecti-
cut [118] und in Freiburg [107]. In beiden Experimenten wurden 87Rb Atome in magneto-
optischen Fallen bei Dichten bis zu 1010 cm−3 auf etwa 100µK geku¨hlt und dann in hohe
Rydbergzusta¨nde (n ≥ 30) angeregt. Beide Gruppen konnten als Funktion der verwende-
ten Laser-Intensita¨ten bzw. Grundzustandsdichten eine deutliche Unterdru¨ckung der An-
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regungswahrscheinlichkeit feststellen, welche fu¨r hohe Hauptquantenzahlen n deutlich zu-
nahm. Die Messungen unterschieden sich jedoch in der Art der Rydberganregung.
Im Connecticut-Experiment wurde der Rydbergzustand direkt aus den Grundzustand
durch einen gepulsten UV-Laser (mit Pulsdauer τ = 8.6 ns) angeregt. Obwohl aufgrund
der recht großen Frequenzbreite des Lasers (∼ 100MHz) eine Da¨mpfung der atomaren
Koha¨renzen erfolgt, eignet sich dieser experimentelle Aufbau aufgrund der kurzen Pulsdauer
jedoch nicht fu¨r eine theoretische Behandlung mit der klassischen Mastergleichung.
Die Freiburger Gruppe verwendete fu¨r die Rydberganregung das in Abschnitt 3.1.1 be-
schriebene Zwei-Stufen-Schema, wobei die Anregungsdauer 20µs betrug. Fu¨r den Pump-
U¨bergang wurden die MOT Laser wa¨hrend der Anregungsdauer auf Resonanz mit dem
5 2S1/2(F = 2) → 5 2P3/2(F = 3) U¨bergang von 87Rb gebracht, wobei die Gesamtintensita¨t
der Laser Ipump = 95mW/cm
2 betrug. Die Rabifrequenz Ω fu¨r eine solche Konfiguration ist
dann gegeben durch [111]
Ω = Γ
√
Ipump
2Isat
. (3.51)
Die Sa¨ttigungsintensita¨t Isat betra¨gt fu¨r dieses Setup Isat = 3.577mW/cm
2 und die Zerfalls-
rate ist Γ = 2π · 6.1MHz [111], was eine Pump-Rabifrequenz von Ω = 22.1MHz ergibt.
Zur Bestimmung der Rabifrequenz ω des Rydberg-U¨bergangs ko¨nnen die Messungen
der Anregung des 82S Zustands herangezogen werden, die bei niedrigen Intensita¨ten I low =
6W/cm2 keine Anregungsblockade zeigen [107]. Dazu wird ωlow mittels Gl. (3.15) an die
experimentellen Daten gefittet (ωlow = 0.088MHz) und durch die Beziehung
ω = ωlow
√
Ihigh
I low
(3.52)
auf ho¨here Laser-Intensita¨ten Ihigh skaliert. Fu¨r die in den Blockade-Experimente verwen-
dete Intensita¨t Ihigh = 500W/cm2 ergibt sich eine Rydberg-Rabifrequenz von ω = 0.8MHz.
Die A¨nderung der Rabifrequenz bei Anregung anderer Hauptquantenzahlen wird durch die
Skalierung
ω(n) = ω(n′)
(
n′
n
)3
(3.53)
beru¨cksichtigt. Sie resultiert aus der Skalierung der Dipolmatrixelemente zwischen grund-
zustandsnahen Niveaus und Rydbergzusta¨nden [vgl. Gl. (2.3)].
Hinsichtlich der Parameter bewegt sich das Experiment also genau im Gu¨ltigkeitsbereich
der klassischen Mastergleichung, in der jetzt keine freien Gro¨ßen mehr auftreten. Abbildung
3.8 zeigt die Ergebnisse der Simulation der Dichteabha¨ngigkeit der Rydberganregung in den
62S und 82S Zustand mit bis zu 105 Teilchen im Anregungsvolumen. Die experimentellen
Daten sind im Inset dargestellt. Die Rechnungen zeigen eine qualitative U¨bereinstimmung
mit den Messwerten, weichen aber systematisch etwa um einen Faktor Zwei vom Experiment
ab, bei dem eine sta¨rkere Anregungsunterdru¨ckung beobachtet wurde.
Da in der theoretischen Beschreibung keine freien Parameter mehr auftreten, mit der
die Kurven an die Messungen gefittet werden ko¨nnten, stellt sich die Frage nach den Ursa-
chen der Abweichungen. Eine mo¨gliche Quelle fu¨r den systematischen Unterschied zwischen
Messung und Simulation ist eine zu ungenaue Abscha¨tzung der Rydberg-Rydberg Wechsel-
wirkung durch Gl. (3.48). Tatsa¨chlich zeigt sich beim Vergleich der R→∞ Asymptote von
U(R) aus (3.48) mit dem in [108] sto¨rungstheoretisch bestimmten Wert des C6 Koeffizienten,
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Abbildung 3.8: Berechnete Rydbergdichte als Funktion der Peakdichte des ultrakalten Gases
fu¨r die Anregung in den 82S (schwarz) und 62S (grau) Zustand von 87Rb. Die durchge-
zogenen Linien zeigen Rechnungen, bei denen die Rydberg-Rydberg Wechselwirkung durch
(3.48) abgescha¨tzt wurde, wa¨hrend bei den gestrichelten Kurven eine reine van-der-Waals-
Wechselwirkung C6/R
6 angenommen wurde und der C6-Koeffizient aus Referenz [108] ent-
nommen ist, in der er sto¨rungstheoretisch bestimmt wurde. Das Inset zeigt die Ergebnisse
aus dem Freiburger Experiment [107]. Die verwendeten Parameter werden im Text na¨her
erla¨utert.
dass letzterer um etwa einen Faktor 2.2 gro¨ßer ist als die simple Abscha¨tzung ergibt. Die-
ser Unterschied macht sich jedoch in der Dichteabha¨ngigkeit der Rydberganregung kaum
bemerkbar und fu¨hrt bei hohen Dichten nur zu einer um wenige Prozent sta¨rkeren An-
regungsunterdru¨ckung (siehe gestrichelte Kurven in Abb.3.8). Der Grund fu¨r diese geringe
Abweichung liegt darin, dass die Blockade im wesentlichen dadurch verursacht wird, dass die
Rydbergenergien aus der Resonanz mit dem Laser geschoben werden. Der Abstand bei dem
dies passiert ist jedoch bei beiden hier betrachteten Wechselwirkungssta¨rken vergleichbar,
wie folgende Abscha¨tzung zeigt: Nimmt man an, dass die Anregung eines Atoms blockiert
ist, falls die wechselwirkungsinduzierte Verschiebung seines 82S Zustandes gro¨ßer ist als die
Breite der Rydberg-Linie des Einzelatomspektrums (∼ 20MHz), ergibt sich aus (3.48) ein
Blockade-Radius von 7µm und mit der in [108] bestimmten Wechselwirkung von 8µm, also
eine Vergro¨ßerung des Blockade-Radius um lediglich 14 Prozent.
Einen a¨hnlichen Effekt wie eine ungenau bestimmte Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung
hat die Pra¨senz von Ionen im Gas, da die Wechselwirkung von Ionen mit den Rydbergato-
men zu einer zusa¨tzlichen Verschiebung der Anregungsenergien fu¨hrt. Aufgrund der großen
Polarisierbarkeit α von Rydbergatomen, die mit n7 skaliert, kann dieser Shift, der propor-
tional zu α und der vierten Potenz des inversen Abstands zum Ion ist, durchaus betra¨chtlich
sein. Die Bildung von Ionen in ultrakalten, dichten Rydberggasen war Gegenstand verschie-
dener experimenteller Untersuchungen [6, 7, 68, 96, 116, 121] und es gilt als sehr wahrschein-
lich, dass bei solch langen Anregungspulsen, wie sie im Freiburger Experiment verwendet
wurden (τ = 20µs), ein signifikanter Anteil der Rydbergatome ionisiert wird. Obwohl in
den obigen Rechnungen Ionisationsprozesse, wie z.B. die bei diesen Dichten als dominant
angenommene Penning-Ionisation [6, 7, 68, 96], nicht beru¨cksichtigt sind, kann der Einfluss
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Abbildung 3.9: Abgescha¨tzte Anzahl von Rydbergatom-Paaren, die im Experiment [107]
durch Mehrphotonen-Prozesse angeregt wurden, als Funktion der Laser-Verstimmung ∆.
Die Peakdichte der Grundzustandsatome ist ρ0 = 10
10 cm3 und ergibt etwa 105 Teilchen im
Anregungsvolumen.
von Ionen auf die Anregungswahrscheinlichkeit grob abgescha¨tzt werden. Dazu werden in
den Simulationen bis zu 20 Prozent der Rydbergatome durch Ionen ersetzt und die Ion-
Rydberg-Wechselwirkung fu¨r die durch die Ionen erzeugten Energieshifts angenommen. Die
beno¨tigten Polarisierbarkeiten α wurden mit Hilfe einer empirischen Formel bestimmt, die
aus Messungen der statischen Polarisierbarkeit von Rydbergatomen erhalten wurde [89]. Die
Abweichungen in den berechneten Rydbergdichten mit Ionen betrugen allerdings nur wenige
Prozent im Vergleich zu den Rechnungen ohne Ionen und waren vergleichbar mit dem oben
dargestellten Fall einer sta¨rker angenommenen Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung. Somit
kann der Unterschied zwischen den experimentellen und berechneten Daten nicht auf die
Wechselwirkung mit Ionen zuru¨ckgefu¨hrt werden.
Ein Vorteil des Freiburger Messaufbaus war, dass aufgrund der Verwendung eines a¨ußerst
frequenzstabilen durchstimmbaren CW-Lasers zur Rydberganregung Linienspektren aufge-
nommen werden konnten. Die im stark wechselwirkenden Regime gemessenen Linienbreiten
(∼ 100MHz) sind allerdings um etwa einen Faktor 5 gro¨ßer als die Breite, die aus der Simula-
tion erhalten wurde (∼ 20MHz). Zudem unterstu¨tzen auch alternative theoretische Zuga¨nge
[97] sowie die Tatsache, dass solche Linienbreiten bei keinen anderen Messungen dieser Art
beobachtet wurden [7, 29, 94, 124], die These, dass die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung zu
keiner derart starken Linienverbreiterung fu¨hrt.
Um abzuscha¨tzen, ob bei einer sehr langen Anregungsdauer von 20µs die in der klassi-
schen Mastergleichung vernachla¨ssigten Multiphotonen-Prozesse doch relevant werden und
die Linienverbreiterung verursachen, ko¨nnen die Resultate aus den Rechnungen fu¨r zwei
wechselwirkende Atome herangezogen werden. Durch Lo¨sen der klassischen bzw. Quanten-
Mastergleichung wird in Abha¨ngigkeit vom Abstand r der beiden Atome und der Verstim-
mung ∆ die Wahrscheinlichkeit (wclassp bzw. w
quant
p ) bestimmt, dass sich beide nach 20µs im
Rydbergzustand befinden. Die Differenz wp(r,∆) = w
quant
p (r,∆)−wclassp (r,∆) dieser Gro¨ßen
ist dann ein grobes Maß dafu¨r, dass das Rydbergatom-Paar durch einen Mehrphotonen-
Prozess angeregt wurde. Bei bekannter Abstandsverteilung np(r)∆r der Grundzustandsato-
me, die die Wahrscheinlichkeit angibt zwei Teilchen im Abstandsintervall [r, r +∆r] zu fin-
den, kann die mittlere Anzahl von Rydbergatom-Paaren, die durch Mehrphotonen-Prozesse
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Abbildung 3.10: Anteil angeregter Atome fe als Funktion der Hauptquantenzahl n in einem
System mit (homogener) Dichte ρ = 8 · 109cm−3. Die Kurven zeigen fe fu¨r die Pulsla¨ngen
0.5 (gestrichelt), 1.0 (gepunktet), 2.0 (durchgezogen) und 5µs (strich-punktiert). Die Anre-
gungsparameter sind die aus Abb. 3.3(b).
angeregt wurden, abgescha¨tzt werden
Np(∆) =
∑
i
wp(ri,∆)np(ri)∆r . (3.54)
Abbildung 3.9 zeigt die mittlere Anzahl von durch Multiphotonen-Prozesse angeregten
Rydbergatom-Paaren in einem Gas aus 105 Teilchen. Sie ist auch nach 20µs vernachla¨ssig-
bar gering. Dies zeigt, dass – auch unter der Annahme, dass die obige Abscha¨tzung sehr
grob ist – die beobachtete Linienbreite nicht durch Multiphotonen-Anregungen erkla¨rt wer-
den kann. Diese Beobachtungen lassen darauf schließen, dass die Messungen in [107] durch
Effekte beeinflusst wurden, die u¨ber die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung hinausreichen.
Die Diskussion in diesem Abschnitt hat gezeigt, dass allein die Messung der Rydberg-
dichte im ultrakalten Gas kaum weiterreichende Informationen liefert als das Vorhanden-
sein eines Mechanismus, der zu einer Anregungsblockade fu¨hrt. Es besteht jedoch eine aus
theoretischer Sicht relativ einfache Mo¨glichkeit, um zusa¨tzliche Aussagen u¨ber die Anre-
gungsdynamik und die durch die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung induzierten ra¨umlichen
Korrelationen treffen zu ko¨nnen. Wie im folgenden Abschnitt dargelegt wird, liegt sie in der
Strukturierung des Systems, wie sie beispielsweise durch optische Gitter erfolgen kann.
3.2.2 Anregung im optischen Gitter - Antiblockade
Bei den in [107] verwendeten Rabifrequenzen zeigt das Einzelatom-Spektrum des Rydberg-
zustandes eine ausgepra¨gte Autler-Townes-Aufspaltung (vgl. Abb.3.3(b)). Wie die Rech-
nungen fu¨r zwei wechselwirkende Teilchen bereits gezeigt haben, ist damit die Mo¨glichkeit
gegeben unter bestimmten Voraussetzungen statt einer wechselwirkungsinduzierten Anre-
gungsunterdru¨ckung den gegenteiligen Effekt, eine Anregungsversta¨rkung, zu beobachten.
Um eine Antiblockade zu erhalten, muss der Energie-Shift δ(r, n) des Rydbergniveaus n
eines Teilchens, das sich im Abstand r zu einem bereits angeregten Atom befindet, gleich
der energetischen Position ∆max eines der beiden Maxima der aufgespaltenen Spektrallinie
sein
δ(r, n) = ±∆max . (3.55)
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Abbildung 3.11: Visualisierung der drei kleinsten mo¨glichen Absta¨nde (a1, a2, a3) zu einem
Referenzgitterpunkt (schwarz) in einem einfach-kubischen Gitter mit Gitterkonstanten a1.
Wird diese Bedingung von vielen Teilchen erfu¨llt, wird die Anregungswahrscheinlichkeit
im System maximiert. Die Beobachtbarkeit der Antiblockade ha¨ngt, mit anderen Worten,
maßgeblich von der Abstandsverteilung der Atome ab. In einem Gas ist diese Verteilung
breit, was zur Folge hat, dass Bedingung (3.55) nur von einem relativ kleinen Bruchteil von
Atompaaren erfu¨llt werden kann. Dementsprechend ist bei einer Anregung im ungeordneten
System und Messung des Anteils angeregter Atome fe [vgl. Gl. (3.50)] die Antiblockade nur
sehr schwach erkennbar (Abb. 3.10). Sie a¨ußert sich lediglich in dem ganz leicht ansteigenden
Bereich von fe als Funktion der Hauptquantenzahl und wird im Experiment allein durch
Messung der Rydbergdichte wahrscheinlich schwer nachzuweisen sein.
Eine im Prinzip einfache Mo¨glichkeit das Problem einer breiten Abstandsverteilung zu
umgehen besteht in der Anregung von Rydbergatomen in einem Gas, das in einem opti-
schen Gitter pra¨pariert worden ist. In diesem System sind die mo¨glichen Absta¨nde zwischen
den Teilchen durch die Gittersymmetrie festgelegt. Eine besonders leicht zu analysierende
geometrische Struktur hat dabei ein einfach-kubisches Gitter mit Gitterkonstante a. Die in
diesem System mo¨glichen Absta¨nde aj sind festgelegt durch
aj =
√
j a mit j = 1, 2, 3, . . . .
Hier bezeichnet a1 = a den Abstand zum na¨chsten Nachbarn, a2 den zum Nachbarn entlang
einer Fla¨chendiagonale, und so fort (vgl. Abb.3.11).
In der folgenden Diskussion wird angenommen, dass das System in einem ein optisches
Gitter mit je einem Atom pro Gitterplatz pra¨pariert wurde. Ein derartiger Zustand kann
durch einen sogenannten
”
Mott-U¨bergang“ erzeugt werden [41, 62]. Dazu wird zuna¨chst ein
Bose-Einstein-Kondensat in ein optisches Gitter geladen, das durch Laser mit relativ ge-
ringer Intensita¨t erzeugt wird. Aufgrund der geringen Tiefe des Gitterpotentials ko¨nnen
die Atome zwischen den Gitterpla¨tzen tunneln und die (makroskopische) Wellenfunktion
des Zustands, weist eine feste Phasenbeziehung zwischen den Gitterpla¨tzen auf. Die Teil-
chenzahl pro Gitterplatz ist allerdings nicht fixiert und fluktuiert stark. Durch Erho¨hung
Intensita¨t der Laser u¨ber einen kritischen Wert, wird das Gitterpotential so tief und das
Tunneln der Teilchen derart stark unterdru¨ckt, dass die Phasenbeziehung zwischen den Git-
terpla¨tzen verloren geht. Die Wechselwirkung zwischen den Atomen fu¨hrt aber dazu, dass die
Teilchenzahl pro Gitterplatz einen definierten Wert nMott erha¨lt. Dieser Zustand mit einer
festen Teilchenzahl pro Gitterplatz wird ha¨ufig
”
Mott-Isolator“ genannt; der hier geschilder-
te Mott-U¨bergang wurde im optischen Gitter experimentell erstmalig 2002 beobachtet [52].
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Abbildung 3.12: Anteil angeregter Atome fe als Funktion der Hauptquantenzahl n bei Anre-
gung von Rydbergatomen aus einem einfach-kubischen Gitter mit Gitterkonstante a = 5µm
(entspricht der Dichte aus Abb.3.10) unter der Annahme eines vollsta¨ndig besetzten Gitters
(a) bzw. eines Fehlstellenanteils (Pla¨tze, auf denen sich kein Atom befindet) von 20 Prozent
(b). Die Kurvenbezeichnungen und Anregungsparameter sind dieselben wie in Abb.3.10. Die
Markierungen an den Abszissen zeigen die abgescha¨tzten Positionen der Maxima, falls nur
Atompaare betrachtet werden (siehe Haupttext). Das Inset in (a) zeigt fe als Funktion des
inversen Gitterabstandes fu¨r n = 80. Zur besseren Sichtbarkeit der feineren Strukturen ist
lediglich das erste auftretende Hauptmaximum dargestellt.
Der Wert von nMott ha¨ngt vom Verha¨ltnis des Tunnelmatrixelementes zur Wechselwirkungs-
sta¨rke ab. Dieses Verha¨ltnis kann durch entsprechende Wahl der Parameter des optischen
Gitters variiert und somit nMott kontrolliert werden [62].
Abbildung 3.12(a) zeigt die Anregungswahrscheinlichkeit fe von Rydbergatomen in ei-
nem Gitter mit einem Atom pro Gitterplatz. Die Anregungsparameter sind derart gewa¨hlt,
dass das Einzelatom-Spektrum eine Autler-Townes-Aufspaltung aufweist. Die Wahrschein-
lichkeit fu¨r die Anregung von Rydbergatomen ist sowohl im Vergleich zum ungeordneten als
auch zum nicht-wechselwirkenden System bei gewissen Hauptquantenzahlen stark erho¨ht.
Fu¨r kurze Anregungsdauern, bei denen die Dichte des Rydberggases noch recht gering
ist, lassen sich die Positionen der Maxima aus der Wechselwirkung (3.48) und der Be-
dingung (3.55) abscha¨tzten, indem fu¨r den Abstand r die im Gitter mo¨glichen ai eingesetzt
werden. Im abgebildeten Fall ergibt dies fu¨r die drei ersten Maxima die Peakpositionen
(n1, n2, n3) = (65, 78, 87), was gut mit den Simulationen u¨bereinstimmt, welche fu¨r die
ku¨rzesten hier betrachteten Anregungsdauern Maxima bei (65,77,86) ergeben.
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Bei la¨ngeren Pulsdauern verschieben sich zum einen die Positionen der Maxima zu kleine-
ren Hauptquantenzahlen. Da durch die gro¨ßere Anzahl hoch angeregter Atome im System
der Beitrag weiter entfernt befindlicher Rydbergatome zum Energie-Shift eines Teilchen
sta¨rker wird, ist die Resonanzbedingung fu¨r die Antiblockade durch ein nahe benachbar-
tes Rydbergatom schon bei geringeren Wechselwirkungssta¨rken erfu¨llt. Zum anderen bilden
sich an den Hauptmaxima schwa¨chere Strukturen zu kleineren n hin aus. Diese sind Folge
von Prozessen, bei denen drei (oder mehr) Teilchen beteiligt sind. Beispielsweise kann sich
die Anregungswahrscheinlichkeit eines Atoms, welches sich auf einem Gitterplatz zwischen
zwei Rydbergatomen befindet, stark erho¨hen. Dies geschieht, wenn die Energieverschiebung,
die durch die beiden Rydbergatome auf das nicht angeregte Teilchen verursacht wird, die
Resonanzbedingung (3.55) erfu¨llt. Da nun jedes der beiden Rydbergatome nur einen Teil
des zur Resonanz beno¨tigten Shifts
”
aufbringt“, reicht eine schwa¨chere Wechselwirkung aus
um die Antiblockade zu initiieren. Daher sind die Strukturen bei kleineren n zu finden.
Um diese Strukturen besser auflo¨sen zu ko¨nnen ist es vorteilhaft fe nicht als Funktion der
diskreten Hauptquantenzahl aufzutragen, sondern die Wechselwirkung bei festem n durch
kontinuierliche Variation der Gitterkonstante durchzufahren. Im Inset von Abb.3.12(a) ist
das erste Hauptmaximum als Funktion des inversen Gitterparameters a−1 dargestellt. In
dieser Auftragung tritt die durch Dreiteilchen-Prozesse verursachte Anregungsversta¨rkung
klar als Nebenmaximum hervor. Allerdings ist es fraglich, inwieweit im Experiment die
Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung durch A¨nderung des Gitterparameters ohne Beeinflus-
sung der Gittersymmetrie durchgefahren werden kann.
Der im Beispiel der Antiblockade als Funktion von n gewa¨hlte Gitterabstand a =
5µm entspricht der Gitterkonstanten eines optischen Gitters, das durch CO2-Laser erzeugt
wird [48]. Er kann auch durch eine geeignete geometrische Anordnung mit anderen Laser-
Systemen realisiert werden [86, 91]. Ein Experiment zum Nachweis der Antiblockade ist
also durchaus durchfu¨hrbar. Ein Problem bei einer konkreten Umsetzung ko¨nnte jedoch
die gleichma¨ßige Besetzung aller Gitterpla¨tze mit Teilchen sein. In dem hier betrachteten
Szenario mit je einem Atom pro Gitterplatz ist es z.B. wahrscheinlich, dass ein gewisser
Anteil von Gitterpositionen unbesetzt bleibt. Beru¨cksichtigt man dies in den Simulationen
durch zufa¨llige Nicht-Besetzung von Gitterpla¨tzen (Abb.3.12(b)), zeigt sich bei einem Fehl-
stellenanteil von 20 Prozent lediglich eine schwache A¨nderung im Verhalten von fe. Die
Antiblockade erweist sich demnach als robust bezu¨glich dieser Art von Gitterfehlstellen und
sollte daher experimentell tatsa¨chlich nachweisbar sein.
Dennoch ist die Durchfu¨hrung eines derartigen Experimentes aufwendiger als die Anre-
gung von Rydbergatomen in einem nicht strukturierten Gas. Wie im folgenden Abschnitt
gezeigt wird ist es jedoch auch im ungeordneten System mo¨glich - zumindest indirekt - Aus-
sagen u¨ber die korrelierte Anregungsdynamik zu treffen und sogar klare Anzeichen fu¨r die
Antiblockade zu erhalten.
3.3 Anregungsstatistik und
Rydberg-Rydberg-Korrelationen
Bei der Herleitung der klassischen Mastergleichung in Abschnitt 3.1.2 wurde gezeigt, dass
die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung die Anregung vor allem durch die lokale Verstim-
mung ∆i beeinflusst (vgl. Gl. 3.39). Die Anregungsblockade (bzw. -versta¨rkung) wird dem-
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nach dadurch verursacht, dass ein bereits angeregtes Atom die Energieniveaus benachbarter
Teilchen derart verschiebt, dass deren Anregungswahrscheinlichkeit stark verkleinert (bzw.
vergro¨ßert) wird. Da die Energieverschiebung der Rydbergzusta¨nde vom Abstand der Ato-
me abha¨ngt, wird oft das rein geometrische Bild eines
”
Blockade-Volumens“ (bzw. einer
”
Antiblockade-Schale“) um ein bereits angeregtes Teilchen vorgebracht. Die Benutzung ei-
nes Gitters in Abschnitt 3.2.2, um die Anregungsversta¨rkung sichtbar zu machen, beruht auf
eben diesem Bild. Durch die festen Gitterabsta¨nde wird na¨mlich die Anzahl der Teilchen,
die sich in der Antiblockade-Schale befinden, kontrolliert.
Aus theoretischer Sicht lassen sich die Begriffe
”
Blockade-Volumen“ und
”
Antiblockade-
Schale“ mit Hilfe der sogenannten Paarkorrelationsfunktion formulieren, die die ra¨umlichen
Korrelationen von Rydbergatom-Paaren im Gas beschreibt. Um die Notation bei der De-
finition der Paarkorrelationsfunktion u¨bersichtlich zu gestalten und die Interpretation der
Ergebnisse zu erleichtern, wird zuna¨chst ein homogenes und isotropes Gas betrachtet. In die-
sem Fall ist die Rydbergdichte ra¨umlich konstant und die Dichte von Rydbergatom-Paaren
ha¨ngt lediglich vom Abstand der Teilchen ab.
Um den weiteren Fortgang der Diskussion nicht unno¨tig zu sto¨ren, ist die Herleitung der
im Folgenden beno¨tigten Ausdru¨cke in Anhang A verschoben. Der Ausgangspunkt fu¨r die
Einfu¨hrung der Paarkorrelationsfunktion ist N -Teilchen-Dichtematrix ρˆ(N), die das gesamte
N -Teilchen-System beschreibt. Mit Hilfe von ρˆ(N) lassen sich sogenannte k-Teilchen-Dichte-
matrizen zu definieren, die die k-Teilchen Eigenschaften des Gases beinhalten,
ρˆ(k) ≡ Trk+1,...,N ρˆ(N) mit k < N . (3.56)
Das Symbol Trk+1,...,N bezeichnet die Spurbildung u¨ber die N − k nicht betrachteten Teil-
chenindizes (zur Definition und Eigenschaften dieser Dichtematrizen siehe Anhang A.1).
Mit dieser Definition ist die physikalische Dichte nryd von Rydbergatomen proportional zum
Diagonalelement ρ
(1)
e;e ,
nryd = Nρ
(1)
e;e .
Die Dichte von Rydbergpaaren, die den Abstand r aufweisen, ist gegeben als
np(r) =
N(N − 1)
2
ρ(2)ee;ee(r) .
N bezeichnet die Gesamtanzahl der Atome im Gas.
In einem wechselwirkungsfreien System zerfa¨llt die k-Teilchen-Dichtematrix in ein Pro-
dukt von k Einteilchen-Dichtematrizen. Fasst man diesen Fall als
”
Referenz“ auf, so ko¨nnen
Korrelationen, die durch die Wechselwirkung verursacht werden, relativ zu dieser Referenz
definiert werden
ρ(k) =
(
ρ(1)
)k
g(k) . (3.57)
g(k) wird k-Teilchen-Korrelationsfunktion genannt. Sie ist fu¨r k unkorrelierte Teilchen gleich
Eins. Fu¨r k = 2 heisst g(r) ≡ g(2)(r) Paarkorrelationsfunktion. Der Ausdruck 4πnrydr2g(r)dr
gibt die Wahrscheinlichkeit dafu¨r an, im Abstand r um ein bereits angeregtes Atom ein
weiteres Rydbergatom in einer Schale der Breite dr zu finden. Somit la¨sst sich g(r) numerisch
durch Abza¨hlen von Atompaaren mit einem Abstand zwischen r und r+∆r und anschlies-
sender Normierung mit 4πnrydr
2∆r bestimmen.
Abbildung 3.13 zeigt zwei mit dem Monte-Carlo-Verfahren aus Kapitel 3.1.2 berech-
nete Paarkorrelationsfunktionen fu¨r die Anregung in einem homogenes Gas. Es sind die
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Abbildung 3.13: Paarkorrelationsfunktion von Rydbergatomen (n = 74), die in einem Gas
mit homogener Dichte ρ0 = 8 · 109 cm−3 angeregt wurden. Der Abstand r wird in Ein-
heiten des mittleren Abstands a0 im Gas (≈ 7µm) gemessen. Das linke Bild zeigt den
Fall, bei dem das Einzelatom-Spektrum einem Einfachpeak hat, das rechte den Fall mit
Autler-Townes Aufspaltung. Die Parameter (Ω, ω,Γ) in MHz sind: (4.0, 0.24, 6.1) (links)
und (22.1, 0.8, 6.1) (rechts). Die Pulsdauer betra¨gt τ = 2µs.
beiden Fa¨lle dargestellt, dass das Einzelatom-Spektrum eine Einfach- bzw. Doppelpeak-
Struktur aufweist. Der Abstand zwischen den Atomen ist in Einheiten des mittleren Ab-
stands a0 gemessen. In beiden Fa¨llen ist die Wahrscheinlichkeit Rydbergatom-Paare mit klei-
nen Absta¨nden anzuregen verschwindend gering. Dieser Bereich entspricht dem Blockade-
Volumen um ein angeregtes Atom. Bei großen Absta¨nden ist die Rydberganregung in beiden
Fa¨llen unkorreliert. Durch die Wechselwirkung wird also keine Fernordnung induziert. Der
Unterschied zwischen Blockade und Antiblockade wird in dem schmalen Bereich deutlich, der
auf das Korrelationsloch folgt. Im Fall der Anregungsversta¨rkung ist die Wahrscheinlichkeit
Rydbergatom-Paare in diesem Abstandsbereich zu finden, der der Antiblockade-Schale ent-
spricht, stark u¨berho¨ht. Hingegen ist im System ohne Anregungsversta¨rkung keine derartige
Struktur zu beobachten. Damit ist die Antiblockade, die bei der Anregung im Gas durch die
Messung der Rydbergdichte kaum identifizierbar war, klar in der Paarkorrelationsfunktion
zu erkennen. Es stellt sich nun die Frage, inwieweit sich durch geeignete Messungen in der
Gasphase Informationen u¨ber die Paarkorrelationen erhalten lassen.
Eine Mo¨glichkeit zumindest indirekt Aussagen u¨ber g(r) zu bekommen, besteht in der
statistischen Auswertung der Resultate einer großen Zahl identisch durchgefu¨hrter Mes-
sungen. Bei dieser in der Quantenoptik zur Untersuchung der Eigenschaften von Licht an-
gewandten Methode [75] wird aus der Verteilung der relativen Ha¨ufigkeiten von gewissen
Ereignissen der Mittelwert und die Varianz der interessierenden Observablen bestimmt und
zueinander in Beziehung gesetzt. Im vorliegenden Fall wird die relative Ha¨ufigkeitsverteilung
der Anzahl detektierter Rydbergatome Nryd aufgezeichnet. Es wird der Mittelwert 〈Nryd〉
sowie die Varianz 〈N2ryd〉 − 〈Nryd〉2 bestimmt und aus diesen der sogenannte Mandelsche
Q-Parameter berechnet,
Q =
〈N2ryd〉 − 〈Nryd〉2
〈Nryd〉 − 1. (3.58)
Entspricht die Verteilung der Nryd einer Poissonverteilung ist Q = 0; ist die Verteilung
breiter als eine Poissonverteilung gilt Q > 0, ansonsten ist Q < 0. Desweiteren ist der Q-
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Abbildung 3.14: Aus 200000 Simulationsla¨ufen mit identischen Anfangsbedingungen be-
stimmte Ha¨ufigkeitsverteilung der Anzahl von angeregten Atomen, bei Anregung in den
n = 45D (a) und 85D (b) Rydbergzustand von Rb. Die durchgezogenen Linien zeigen die
Poissonverteilung mit demselben Mittelwert 〈Nryd〉 = 30. Die Gesamtzahl der Teilchen im
Gas ist N = 900 bei einer Dichte von ρ0 = 5 · 109 cm−3. Die Anregungsparameter (Ω,Γ) in
MHz sind (4.0, 6.0), die Rabifrequenz ω des Rydberg-U¨bergangs wurde derart eingestellt,
dass im Mittel 30 Atome angeregt wurden. Die Pulsdauer betra¨gt τ = 0.1µs.
Parameter nach unten hin beschra¨nkt, da im Grenzfall einer scharf bestimmten Anzahl von
Rydbergatomen, d.h. einer verschwindenden Varianz, Q = −1 ist.
Zur Illustration sind in Abb. 3.14 zwei typische Beispiele von Ha¨ufigkeitsverteilungen
der Anzahl von Rydbergatomen dargestellt, wie sie aus einer großen Zahl von unter iden-
tischen Bedingungen durchgefu¨hrten
”
Experimenten“ (Simulationsla¨ufen) erhalten wurden.
Zum Vergleich ist in beiden Fa¨llen die Poissonverteilung mit demselben Mittelwert 〈Nryd〉
mit eingezeichnet. Der in Abb. 3.14 (a) dargestellte Fall entspricht der Anregung in einem
System, bei dem die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung vernachla¨ssigbar ist. Die gemesse-
ne Ha¨ufigkeitsverteilung wird sehr gut durch die Poissonverteilung beschrieben, d.h. es gilt
Q ≈ 0. Im Fall dass die Wechselwirkung die Anregung stark beeinflusst (Abb. 3.14 (b)), ist
die gemessene Verteilung deutlich schma¨ler als die Referenz und somit ergibt sich Q < 0.
Um zu sehen, wie die Wechselwirkung den Q-Parameter modifiziert, ist es hilfreich Gl. (3.58)
etwas umzuschreiben. Wie in Anhang A.2 gezeigt wird geht bei der Berechnung des Erwar-
tungswertes 〈N2ryd〉 die Zweiteilchen-Dichtematrix und damit die Paarkorrelationsfunktion
ein. Somit kann Q durch g(r) ausgedru¨ckt werden. Fu¨r ein homogenes und isotropes System
gilt insbesondere
Q = 4πnryd
∫
drr2
(
N − 1
N
g(r)− 1
)
. (3.59)
In diesem Ausdruck bezeichnet nryd = 〈Nryd〉/V die Dichte der angeregten Atome im Volu-
men V und N die Gesamtzahl der Teilchen in V . Im Grenzfall verschwindender Rydberg-
Rydberg-Wechselwirkung ist g(r) = 1 und fu¨r den Q-Parameter gilt
Q0 = −〈Nryd〉
N
= −fe . (3.60)
Er ist im wechselwirkungsfreien Fall also gleich der negativen Wahrscheinlichkeit ein Ryd-
bergatom anzuregen. Fu¨r 〈Nryd〉 ≪ N ist die gemessene Ha¨ufigkeitsverteilung demnach
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Abbildung 3.15: Mandelscher Q-Parameter als Funktion der Hauptquantenzahl n der Ryd-
berganregung in einem Gas mit homogener Dichte ρ0 = 8 · 109 cm−3. Die rote Kurve zeigt
den Fall, bei dem das Einzelatom-Spektrum einem Einfachpeak hat, die schwarze den Fall
mit Autler-Townes Aufspaltung. Die Parameter (Ω, ω,Γ) in MHz sind: (4.0, 0.24, 6.1) (rot)
und (22.1, 0.8, 6.1) (schwarz). Die Pulsdauer ist τ = 2µs. Die Mittelung erfolgte jeweils
u¨ber 105 Einzelrealisierungen.
nahe an einer Poissonverteilung. Im entgegengesetzten Grenzfall, dass die Rydberg-Rydberg-
Wechselwirkung derart stark ist, dass ein angeregtes Atom weitere Anregungen komplett
unterdru¨ckt, gilt 〈Nryd〉 = 1 sowie g(r) = 0, womit sich Q = −1 ergibt.
Bei endlicher Wechselwirkungssta¨rke sind allgemeine Aussagen u¨ber das Verhalten von Q
schwer zu treffen ohne die Anregungsdynamik zu bestimmen. Denn die Wechselwirkung mo-
difiziert nicht nur die Paarkorrelationen in nicht-trivialer Weise, sondern a¨ndert gleichzeitig
auch die Dichte der angeregten Atome. Aus Gl. (3.59) ist jedoch ersichtlich, dass sich der
Unterschied der Korrelationsfunktionen, die bei reiner Anregungsblockade und zusa¨tzlich
vorhandener Antiblockade zu beobachten sind (vgl. Abb. 3.13), in Q bemerkbar machen
werden. Die erho¨hte Anregungswahrscheinlichkeit im letzteren Fall liefert na¨mlich einen
positiven Beitrag zum Integral – und damit zum Wert von Q. Abbildung 3.15 zeigt einen
Vergleich der Q-Parameter fu¨r die Fa¨lle, dass das Einzelatom-Spektrum einen Einfach- bzw.
Doppelpeak aufweist. Die Daten wurden als Funktion der Hauptquantenzahl n fu¨r ein ho-
mogenes Gas mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode bestimmt. Die funktionale Form von Q(n)
ist in den gezeigten Fa¨llen sehr unterschiedlich. Im Fall der reinen Anregungsblockade fa¨llt
Q mit zunehmender Wechselwirkungssta¨rke monoton ab, wa¨hrend sich die Antiblockade in
einem nicht-monotonem Verhalten a¨ußert (wobei Q sogar positive Werte annimmt) und erst
bei großem n deutlich abfa¨llt.
Experimentell wurde der Q-Parameter in Abha¨ngigkeit der Rydberganregung n bereits
2005 fu¨r den Fall bestimmt, dass das Einzelatom-Spektrum einen Einfachpeak besitzt [29].
Hierbei wurde fu¨r jede betrachtete Hauptquantenzahl die Ha¨ufigkeitsverteilung aus 5000
Messungen der Anzahl angeregter Atome aufgenommen und daraus Q berechnet. Als An-
regungsschema wurde das in Abschnitt 3.1.1 beschriebene Zwei-Stufen-Schema fu¨r Rb ver-
wendet. Die Dauer des Anregungspulses war mit τ = 100 ns allerdings nur etwa dreimal
so lang wie die Lebensdauer des Zwischenzustandes, was an der Grenze der Anwendbarkeit
der klassischen Mastergleichung liegt. Da die Teilchen in einer MOT gehalten wurden war
die Dichte im System nicht homogen, sondern besaß ein Gauss-Profil. Die Paarkorrelati-
onsfunktion in diesem System hing demnach explizit von den Teilchenpositionen und nicht
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Abbildung 3.16: Mandelscher Q-Parameter als Funktion der Hauptquantenzahl n der Ryd-
berganregung bei konstant gehaltener mittlerer Anzahl von angeregten Atomen 〈Nryd〉
in einem Gas mit N = 900 Teilchen (gaussfo¨rmiger Dichteverteilung mit Peakdichte
ρ0 = 5 · 109 cm−3). (a) Vergleich von Q(n) bei 〈Nryd〉 = 30 (schwarz) und 〈Nryd〉 = 43
(rot). (b) Einfluss der endlichen Detektoreffizienz η auf Q. Die schwarze Kurve stellt den
realen Q-Parameter QA bei 〈Nryd〉 = 43 dar, wie er bei einer idealen Messung erhalten
wird, die rote Kurve das unter gleichen Bedingungen aber mit einer Detektorempfindlich-
keit von 70 Prozent gemessene QD. Das Inset zeigt die experimentellen Daten aus [29] mit
der in [30] angegebenen Korrektur (siehe Haupttext). Die Parameter (Ω,Γ) in MHz sind:
(4.0, 6.0) die Rydberg-Rabifrequenz ω ist derart eingestellt, dass 〈Nryd〉 fu¨r jedes n densel-
ben Wert aufwies. Die Pulsdauer ist τ = 0.1µs. In den Simulationen wurden jeweils 2 · 105
Einzelrealisierungen herangezogen.
nur von deren Abstand ab. Zur Bestimmung von Q(n) wurde im Experiment bei konstant
gehaltener Pump-Rabifrequenz Ω die Intensita¨t des Rydberg-Lasers derart justiert, dass
aus dem Anregungsvolumen mit N ∼ 900 Teilchen im Mittel 30 Rydbergatome detektiert
wurden. In diesem Zusammenhang ist wichtig, dass der verwendete Detektor eine endli-
che Nachweiswahrscheinlichkeit η hat. Sie wurde fu¨r das Experiment mit 0.51 ≤ η ≤ 0.85
angegeben [29], was bedeutet, dass im Mittel tatsa¨chlich zwischen 35 und 59 Atome ange-
regt wurden. Da sich η in einer numerischen Rechnung beliebig einstellen la¨sst, kann der
Einfluss der Detektoreffizienz auf das gemessene Q untersucht werden. Abbildung 3.16 (a)
zeigt, dass sich bei Annahme eines idealen Detektors (η = 1) nur relativ kleine Unterschie-
de in Q(n) fu¨r verschiedene 〈Nryd〉 ergeben. Hingegen ergibt sich bei Beru¨cksichtigung der
endlichen Nachweiswahrscheinlichkeit (Abb. 3.16 (b)) eine systematische Verschiebung des
aus den detektierten Werten bestimmten Q-Parameters QD zum tatsa¨chlichen QA. Der nu-
merische Zusammenhang zwischen diesen beiden Gro¨ßen ist QD = ηQA. Die systematische
Verschiebung erfolgt also immer in Richtung kleinerer |Q|.
Beim Vergleich zwischen den simulierten Q-Parametern und den Messdaten aus dem
Experiment (Inset von Abb. 3.16 (b)) erkennt man eine recht gute funktionale U¨bereinstim-
mung der Q(n). Die Messdaten weisen jedoch eine systematische Verschiebung zu positiven
Q hin auf. Die Breiten der gemessenen Ha¨ufigkeitsverteilungen sind also gro¨ßer als die Breite
der zugeho¨rigen Poissonverteilung. Dieser systematische Shift wurde bei einer 2007 vero¨ffent-
lichten Korrektur der Messdaten [30] dem Zusammenspiel von zwei Faktoren zugeschrieben:
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Abbildung 3.17: Mandelscher Q-Parameter als Funktion der Hauptquantenzahl n der Ryd-
berganregung fu¨r Anregung durch einen Rechteck-Puls mit zeitlich konstanten Rabifrequen-
zen wa¨hrend der Anregung (offene Quadrate) und fu¨r die Anregung durch einen sin2-Puls
(schwarze Kreise). Die Parameter entsprechen denen aus Abb. 3.16; der Detektor ist als
ideal angenommen.
Der erste Punkt sind Fluktuationen der Gesamtteilchenzahl N im Anregungsvolumen, die
durch technisches Rauschen beim Betrieb der MOT entstehen. Sie fu¨hren zu einer Vertei-
lung von N bei den Einzelmessungen, die breiter ist als eine Poissonverteilung. Der zweite
Punkt, die zu einem durchgehend positiven Q betragen ko¨nnen, sind Fluktuationen in der
Anregungsleistung der Laser (und damit der beiden Rabifrequenzen). In Anbetracht dieser
Faktoren, der guten funktionalen U¨bereinstimmung der Simulationen mit dem Experiment
und der Tatsache, dass alternative theoretische Zuga¨nge ebenfalls nur negative Q fu¨r diese
Anregungsparameter liefern [97], kann dennoch von einer guten qualitativen U¨bereinstim-
mung mit dem Experiment gesprochen werden.
Sowohl in den experimentellen als auch den Simulationsdaten ist zu erkennen, dass der
Q-Parameter fu¨r große n abzusa¨ttigen scheint. Die Sa¨ttigung erfolgt im Experiment bei
etwas geringeren Quantenzahlen. Dies deutet darauf hin, dass die tatsa¨chliche Rydberg-
Rydberg-Wechselwirkung sta¨rker ist, als die simple Abscha¨tzung (3.48) ergibt. Die klas-
sischen Mastergleichung gestattet es nicht Q fu¨r gro¨ßere Werte von n zu bestimmen. Da
die Rydberg-Rabifrequenz ω stetig vergro¨ßert werden muss, um das gewu¨nschte 〈Nryd〉 zu
erhalten, wird irgendwann die zugrundeliegende Annahme Ω ≫ ω (oder auch die etwas
schwa¨chere Forderung Ω2 ≫ ω2) verletzt. Daher sind die in den Abbn. 3.16 (a) und (b) ge-
zeigten Daten nur bis zu dem Wert von n berechnet, bei der die Bedingung ω2 < Ω2/2 gerade
noch erfu¨llt ist. Allerdings zeigen auch die Q-Parameter in Abb. 3.15, die bei konstanten
Ω und ω berechnet wurden, ein a¨hnliches Verhalten. Hier werden mit steigender Wechsel-
wirkungssta¨rke immer weniger Atome im System angeregt. Der Grenzfall, dass im Mittel
nur noch ein einziges Rydbergatom angeregt wird, wu¨rde bei den betrachteten Dichten
jedoch eine derart starke Rydberg-Rydberg-Kopplung beno¨tigen – d.h. die Energieniveaus
der Atome derart stark verschieben – dass zusa¨tzliche Rydbergzusta¨nde in der theoretischen
Beschreibung beru¨cksichtigt werden mu¨ssten.
Wie bereits erwa¨hnt wurde, ist die Dauer des Anregungspulses im Experiment so kurz,
dass Rabioszillationen der Rydberg-Population noch nicht vollsta¨ndig ausgeda¨mpft sind. Die
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Beschreibung der Anregung durch die klassische Mastergleichung gera¨t hier an ihre Gren-
zen. In den Simulationen fu¨hren die bisher verwendeten Rechteck-Pulse zu einem linearen
Anwachsen der Rydberg-Population bei kurzen Zeiten t, da die An- bzw. Abregungsraten
in der klassischen Mastergleichung zeitlich konstant sind. Hingegen ist in einem System,
bei dem die Rydberg-Population Rabioszillationen aufweist, ein nicht-lineares Anwachsen
der Population fu¨r t ∼ 0 zu erwarten 2. Es stellt sich daher die Frage, ob und inwie-
weit der Q-Parameter, bei konstant gehaltenem 〈Nryd〉, von der expliziten Zeitentwicklung
der Rydberg-Population abha¨ngt. Um in der Raten-Beschreibung eine nichtlineare Zeitent-
wicklung der Rydberg-Population fu¨r kleine t zu erhalten, kann man beispielsweise statt
der bisher verwendeten Rechteck-Pulse andere Pulsformen, d.h. eine zeitabha¨ngige Rabifre-
quenz ω(t), wa¨hlen. Abbildung 3.17 zeigt einen Vergleich der Q(n) in den Fa¨llen, dass die
Anregung durch eine zeitlich konstante Rabifrequenz und durch ein zeitlich vera¨nderliches
ω(t) = ω0 sin
2(πt/τ) mit Pulsla¨nge τ und Amplitude ω0 erfolgt. Wie im Experiment wird
die Rydberg-Rabifrequenz fu¨r jedes n derart eingestellt, dass im Mittel 〈Nryd〉 Atome ange-
regt werden. Der Detektor wird in diesen Rechnungen als ideal (η = 1) angenommen. Die
U¨bereinstimmung der beiden Kurven ist nahezu perfekt. Dies la¨sst darauf schließen, dass die
genaue zeitliche Entwicklung der Rydberg-Population wa¨hrend des Anregungspulses keinen
wesentlichen Einfluss auf den Q-Parameter hat. Zur Bestimmung von Q muss also lediglich
die Verteilung der Nryd nach der Anregung bekannt sein. Dies rechtfertigt die Beschreibung
der Anregungsstatistik durch die klassische Mastergleichung trotz der vergleichsweise kurzen
Pulsla¨nge im Experiment.
Mit Hilfe der Analyse der Nryd-Verteilung lassen sich im Prinzip auch weitergehende
Aussagen u¨ber die Anregungsstatistik in ultrakalten Gasen treffen. Beispielsweise kann die
Ha¨ufigkeitsverteilung nicht nur im Hinblick auf ihre Breite, sondern auch auf ihre Asym-
metrie untersucht werden. Diese erlaubt Ru¨ckschlu¨sse auf Dreiteilchen-Korrelationen. An-
schaulich gesprochen, erwartet man in einem System, bei dem eine Anregungsblockade be-
obachtbar ist, dass die Wahrscheinlichkeit mehr Rydbergatome anzuregen als den einge-
stellten Mittelwert (Nryd > 〈Nryd〉) sta¨rker unterdru¨ckt ist als im entgegengesetzten Fall
(Nryd < 〈Nryd〉). Zur Quantifizierung dieser Asymmetrie wird, wie schon bei der Breite, die
Abweichung von einer Poissonverteilung betrachtet und ein neuer Parameter definiert
R =
〈(Nryd − 〈Nryd〉)3〉
〈(Nryd − 〈Nryd〉)2〉
. (3.61)
Fu¨r eine Poissonverteilung ist R = 1, fu¨r Verteilungen, die im Vergleich ein gro¨ßeres Ge-
wicht bei großen Teilchenzahlen haben gilt R > 1, anderenfalls R < 1. Im wechselwir-
kungsfreien System ist R = 1− 2fe, wa¨hrend der Parameter fu¨r einen Teilchenzahl-Zustand
mit verschwindenden Varianz nicht definiert ist. Da in die Definition (3.61) das dritte Mo-
ment mit eingeht, entha¨lt dieser Parameter implizit Informationen u¨ber die reduzierte 3-
Teilchen Dichtematrix und damit die Dreiteilchen Korrelationen im System. Als Funktion
der Hauptquantenzahl der Rydberganregung ist der R-Parameter in Abb. 3.18 gezeigt. Wie
im Experiment [29] sind die Daten fu¨r konstantes 〈Nryd〉 mit denselben Anregungspara-
metern aufgenommen. Allerdings wurde der Detektor als ideal angenommen. Wie erwartet
zeigt sich mit zunehmender Wechselwirkungssta¨rke eine Verschiebung des Gewichtes der
Ha¨ufigkeitsverteilung zu einer kleineren Anzahl von angeregten Atomen. Allerdings sind die
2Beispielsweise ist im wechselwirkungsfreien System die Rydberg-Population fu¨r kurze Zeiten proportio-
nal zu t4; vgl. Gl. 3.8 b.
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Abbildung 3.18: Der in (3.61) definierte R-Parameter als Funktion der Hauptquantenzahl
n bei jeweils 〈Nryd〉 = 30 Rydberganregungen im System und idealem Detektor. Die Dichte
und Anregungsparameter entsprechen denen aus Abb. 3.16.
Fluktuationen des Parameters auch bei 2 · 105 Einzelrealisierungen noch recht groß. Bei der
Bestimmung von R(n) mit jeweils nur 5000 Einzelmessungen pro n wie im Experiment sind
diese Fluktuationen viel zu stark, als dass eine sinnvolle Aussage u¨ber das Verhalten von
R mit zunehmender Wechselwirkungssta¨rke mo¨glich wa¨re. Dies zeigt, dass der statistischen
Analyse der Nryd-Verteilung und damit einer einhergehenden Charakterisierung der korre-
lierten Anregung praktische Grenzen gesetzt sind. Dennoch sei hier nochmals betont, dass
vor allem die Betrachtung des Mandelschen Q-Parameters als Funktion der Wechselwir-
kungssta¨rke schon deutlich mehr Aussagen u¨ber die Rydberganregung im (ungeordneten)
Gas erlaubt, als durch die alleinige Bestimmung der Rydbergdichte mo¨glich ist.
Zusammengefasst kann gesagt werden, dass die klassische Mastergleichung (3.44) die
korrelierte Anregungsdynamik sehr gut erfasst. Dies liegt daran, dass sie die Rydberg-
Rydberg-Wechselwirkung vollsta¨ndig beru¨cksichtigt. Gleichung (3.44) kann durch ein einfa-
ches Monte-Carlo-Verfahren fu¨r Teilchenzahlen bis zu 105 gelo¨st werden und so die Rydberg-
anregung in ausgedehnten Systemen beschreiben. Mit dieser Methode konnte die wechselwir-
kungsinduzierte Anregungsblockade am Beispiel des Experiments [107] diskutiert werden.
Es zeigte sich, dass allein die Untersuchung der Rydbergdichte im Gas nicht genug Informa-
tionen bietet, um den Anregungsprozess hinreichend zu charakterisieren. Ein Ausweg wurde
mit der Anregung von Rydbergatomen in optischen Gittern gefunden. Die Gittersymmetrie
erlaubt es, dass Korrelationseffekte bereits in der Rydbergdichte sichtbar werden. Dies wurde
anhand der wechselwirkungsinduzierten Anregungsversta¨rkung in Abschnitt 3.2.2 eingehend
diskutiert. Die Charakterisierung von Korrelationseffekten im Gas erfordert jedoch einen Zu-
gang zu Korrelationsfunktionen. Wie im vorliegenden Abschnitt demonstriert wurde, konnte
ein indirekter Zugang durch Analyse der Anregungsstatistik in [29] erreicht werden. Es wur-
de dargelegt, dass mit dieser Methode auch ein klarer Nachweis der Antiblockade im Gas
mo¨glich sein sollte. Abschließend wurden die praktischen Grenzen der statistischen Analyse
anhand der Untersuchung von Drei-Teilchen-Korrelationen kurz dargestellt.
4 Resonanter Energietransfer und
Atombewegung
Im vorangegangenen Kapitel wurde die laser-induzierte Anregung von Rydbergatomen
und ihre Abha¨ngigkeit von der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung studiert. Ein Rydberggas
hat aber auch nach dem Abschalten der Anregungslaser eine interessante Dynamik. Sie ist
Thema des vorliegenden Kapitels. Hier werden zwei Prozesse untersucht, die durch starke
Wechselwirkungen getrieben werden und miteinander korreliert sind: (i) der resonante Aus-
tausch von Anregungsenergie zwischen Rydbergatomen und (ii) die beschleunigte Bewegung
angeregter Atome.
Der Anregungsaustausch wird in Rydbergsystemen ha¨ufig im Zusammenhang mit einer
sogenannten
”
Fo¨rster-Resonanz“ diskutiert [2, 9, 19, 83, 102, 113, 127]. Sie wurde im vorigen
Kapitel bei der Besprechung der Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung kurz erwa¨hnt (vgl. Ab-
schnitt 3.1.2). An einer Fo¨rster-Resonanz sind mindestens drei Rydbergzusta¨nde beteiligt.
Daher ist die Vielteilchendynamik an einer derartigen Resonanz sehr komplex. In diesem
Kapitel wird eine einfachere Variante des Anregungsaustausches untersucht, bei der nur zwei
Rydbergzusta¨nde erforderlich sind. Bis auf ein Atom befinden sich dabei alle Teilchen in ein
und demselben Rydbergzustand. Dieses Szenario besitzt trotz seiner Einfachheit eine große
Relevanz in anderen Gebieten der Physik und in der Chemie. Es dient dort als Grundlage,
um den Transport von Anregungsenergie durch komplexe Strukturen zu studieren. Da sich
die geometrische Struktur ultrakalter Systeme durch quantenoptische Techniken gut ein-
stellen la¨sst, kann die Untersuchung von Anregungstransport in Rydbergsystemen hier eine
sinnvolle Erga¨nzung bieten. Vor diesem Hintergrund bescha¨ftigt sich der erste Abschnitt
dieses Kapitels mit dem resonanten Energietransfer innerhalb einer linearen Anordnung von
Rydbergatomen. Dies geschieht mit Hilfe des Exzitonen-Bildes von Frenkel. Die wesentlichen
Resultate dieses Zuganges werden wiedergegeben und anschließend auf das Rydbergsystem
angewandt. Die Ausfu¨hrlichkeit mit der das getan wird, hat seine Ursache im zweiten Punkt,
der in diesem Kapitel untersucht wird - die Bewegung von Rydbergatomen.
Aufgrund der starken Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung wirkt eine mechanische Kraft
auf die angeregten Atome [6, 7, 68, 96]. Befinden sich alle Atome im selben Rydbergzustand,
wird die treibende Kraft durch die van-der-Waals-Wechselwirkung verursacht. Sie ist fu¨r
alle angeregten Teilchen entweder anziehend oder abstoßend. In Abschnitt 4.2 wird gezeigt,
dass sich dies a¨ndert, wenn nur eines der Atome in einen anderen Rydbergzustand ist. Unter
Verwendung eines gemischten quauten-klassischen Zugangs wird die Bewegung der Atome
bestimmt und dargelegt, dass die auftretenden Kra¨fte mit den exzitonischen Eigenzusta¨nden
korreliert sind. Abschließend wird in einer Rydbergkette mit Sto¨rstelle ein adiabatischer
Energietransfer identifiziert, der durch die Bewegung der Atome verursacht wird. Dieser
Transfer ist langsam genug, um ihn in einem Experiment orts- und zeitaufgelo¨st verfolgen
zu ko¨nnen.
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4.1 Exzitonen-Zusta¨nde und Energietransfer
Die Diffusion einer lokalisierten, elektronischen Anregung durch ein System ist ein Pha¨no-
men, das in vielen Bereichen der Physik und Chemie untersucht wird. So wurde bereits
1929/30 in zwei Aufsa¨tzen von Frenkel die Energieu¨bertragung zwischen Atomen in ei-
nem Gas quantenmechanisch behandelt [44, 45]. Ein Jahr spa¨ter u¨bertrug er seine Theorie
auf die Absorption von Licht in nicht-leitenden Kristallen [46, 47]. Er zeigte, dass die Ab-
sorption in kollektive Zusta¨nde erfolgt, die heutzutage als
”
Frenkel-Exzitonen“ bezeichnet
werden. Wenig spa¨ter erkannten Franck und Teller, dass das Exziton-Bild auch auf photo-
chemische Prozesse anwendbar ist [42]. Sie bemerkten, dass der Transfer von elektronischer
Anregungsenergie einer wichtige Rolle bei der Photosynthese in Pflanzen spielt. Auch heut-
zutage haben diese U¨berlegungen aus dem Jahre 1938 nichts an Aktualita¨t eingebu¨ßt, wie
zahllose Studien u¨ber exzitonischen Energietransfer zeigen (siehe z.B. [103, 104]). Allerdings
wird die exzitonische Dynamik in vielen der untersuchten Systeme begleitet von Kopplun-
gen an zusa¨tzliche Freiheitsgrade oder stark beeinflusst durch Wechselwirkungen mit der
Umgebung. Dies erschwert eine realistische theoretische Beschreibung dieser Systeme, fu¨r
die das rein exzitonische Bild u¨blicherweise erweitert werden muss.
Rydbergsysteme erlauben es den exzitonischen Energietransfer isoliert zu studieren.
Techniken der modernen Quanten- und Teilchenoptik ermo¨glichen die Realisierung unter-
schiedlicher geometrischer Anordnungen der Atome, wie etwa in einem optischen Gitter oder
Mikrolinsen-Arrays. In diesem Abschnitt wird der Energietransfer in einer eindimensionalen
Anordnung von Rydbergatomen untersucht. Dazu werden in Abschnitt 4.1.1 die exzitoni-
schen Eigenfunktionen eingefu¨hrt. Sie werden fu¨r eine endlich lange Kette mit konstan-
ten Atomabsta¨nden und Na¨chste-Nachbar-Wechselwirkung explizit angegeben. Dies erfolgt
vor allem in Hinblick auf die spa¨tere Untersuchung der Atombewegung. In Abschnitt 4.1.2
wird dann die Propagation einer Anregung betrachtet, die lokalisiert an einem Ende der
Kette startet. Die Unterschiede zwischen Na¨chste-Nachbar-Modell und voller Dipol-Dipol-
Wechselwirkung werden sowohl in einer Kette mit konstanten, als auch mit variierenden
Absta¨nden diskutiert.
4.1.1 Exziton-Zusta¨nde einer linearen Rydbergkette
Um die Exziton-Zusta¨nde einzufu¨hren, wird ein System ausN ruhenden Teilchen betrachtet.
Es wird angenommen, dass die elektronische Struktur jedes Atoms auf zwei Niveaus |s〉
und |p〉 mit den zugeho¨rigen Energien Es < Ep reduziert werden kann. Der energetisch
ho¨her gelegene Zustand |p〉 wird im Folgenden als
”
angeregter Zustand“ bzw.
”
Anregung“
bezeichnet. Befindet sich Teilchen j im angeregten Zustand und alle anderen Atome in |s〉,
so bilden die N Produktzusta¨nde
|πj〉 ≡ |s . . . p . . . s〉 = |s〉 · · · |p〉 · · · |s〉 mit j = 1, . . . , N (4.1)
eine Basis des elektronischen Unterraumes, der dem System mit einer elektronischen An-
regung zugrunde liegt. Besteht zwischen den Teilchen keinerlei Wechselwirkung, sind die
Zusta¨nde (4.1) entartet mit Energie ǫ0 = (N − 1)Es + Ep. Im Folgenden werden alle Ener-
gien relativ zu ǫ0 gemessen, das als Energie-Nullpunkt definiert wird.
Besteht zwischen den Atomen i und j eine Wechselwirkung Vij, die wirksam wird, wenn
sich die Teilchen in unterschiedlichen elektronischen Zusta¨nden befinden, lautet der elektro-
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Abbildung 4.1: Eine Anregung wird durch die Kette transferiert.
nische Hamiltonoperator in der Basis (4.1)
Hel = −
N∑
i,j=1
Vij|πi〉〈πj| . (4.2)
Das Minus-Zeichen ist Konvention und Vii ≡ ǫ0 = 0 fu¨r alle i = 1, . . . , N . Die Zusta¨nde
(4.1), die lokalisierte Anregungen beschreiben, sind keine Eigenzusta¨nde von Hel und die
Eigenenergien werden im Allgemeinen nicht mehr entartet sein. Daher wird eine auf dem
Atom j lokalisierte Anregung eine nicht-triviale Zeitentwicklung aufweisen und kann ra¨um-
lich transferiert werden (Abb. 4.1). Die Eigenzusta¨nde des wechselwirkenden Systems, die
durch Diagonalisierung von Hel erhalten werden ko¨nnen, werden als
”
Exziton-Zusta¨nde“
oder kurz
”
(Frenkel-)Exzitonen“ bezeichnet.
Um das Exziton-Konzept auf Rydbergatome u¨bertragen zu ko¨nnen, mu¨ssen gewisse Vor-
aussetzungen erfu¨llt sein. Im Exziton-Bild behalten die Teilchen ihren individuellen Cha-
rakter. Der Abstand der Rydbergatome sollte also groß genug sein, dass ein U¨berlapp ihrer
elektronischen wie auch ihrer Kernwellenfunktionen vernachla¨ssigt werden kann. Dies ist fu¨r
Absta¨nde von einigen Mikrometern der Fall. Die dominante Wechselwirkung, die bei diesen
Absta¨nden auf Atome in verschiedenen elektronischen Zusta¨nden wirkt, ist die U¨bergangs-
Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Sie tauchte bereits bei der Behandlung der Rydberg-Rydberg-
Wechselwirkung in Abschnitt 3.1.2 auf [vgl. Gl. (3.46)]. Der Unterschied besteht nur dar-
in, dass sie hier resonant zwischen zwei Rydbergzusta¨nden wirkt und immer einen 1/R3-
Charakter hat. Die U¨bergangs-Dipol-Dipol-Wechselwirkung ha¨ngt vomWinkel zwischen der
Quantisierungsachse und den U¨bergangsdipolen der Teilchen ab. Diese Abha¨ngigkeit wird
im Folgenden vernachla¨ssigt, da nur eindimensionale Systeme betrachtet werden. Die Wech-
selwirkung zwischen den Atomen i und j kann somit geschrieben werden als
Vij ≡ V (Rij) = µ
2
R3ij
, (4.3)
In (4.3) bezeichnet Rij den Abstand der Teilchen i und j und µ das U¨bergangsdipolma-
trixelement zwischen den Zusta¨nden |s〉 und |p〉. Da die exzitonische Dynamik durch die
U¨bergangs-Dipol-Dipol-Wechselwirkung bestimmt wird, ist zu erwarten, dass diese auf ei-
ner Zeitskala abla¨uft, die in etwa invers proportional zur Wechselwirkungssta¨rke sein wird.
Fu¨r U¨berga¨nge zwischen dem atomaren Grundzustand und einem Rydbergzustand wird die
Dynamik also extrem langsam verlaufen, da µ mit n−3/2 skaliert und somit die Wechselwir-
kungssta¨rke mit zunehmender Hauptquantenzahl n rasch vernachla¨ssigbar gering wird. Dies
rechtfertigt, dass elektronische Transferprozesse bei der Beschreibung der laser-induzierten
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Anregung im vorigen Kapitel nicht beru¨cksichtigt wurden. Fu¨r U¨berga¨nge zwischen energe-
tisch nahe benachbarten Rydbergzusta¨nden bietet sich jedoch ein vo¨llig anderes Bild. Hier
ko¨nnen die U¨bergangsmatrixelemente sehr groß werden. Beispielsweise skalieren sie fu¨r den
U¨bergang zwischen einem Rydbergzustand |ns〉 und |np〉 quadratisch mit der Hauptquanten-
zahl n. Die Zeitskala, auf der die exzitonische Dynamik abla¨uft (∼ n−4), wird also bereits fu¨r
moderat angeregte Atome deutlich keiner werden als die Lebensdauer der betrachteten Ryd-
bergzusta¨nde (∼ n3). Schließlich darf die Wechselwirkungsenergie nicht gro¨ßer sein als der
Energieabstand von |s〉 und |p〉, da sonst die Voraussetzung von gekoppelten Zwei-Niveau-
Systemen verletzt wa¨re. Dies ist fu¨r Rydbergatome mit Hauptquantenzahlen zwischen 30
und 40 und Absta¨nden von einigen Mikrometern sehr gut erfu¨llt. Der energetische Abstand
von Rydbergniveaus der Alkalimetall-Atome ist hier in der Gro¨ßenordnung von 100GHz,
wa¨hrend die Energie der U¨bergangs-Dipol-Dipol-Wechselwirkung bei etwa 10 bis 100MHz
liegt.
Exziton-Zusta¨nde der Rydbergkette
Nachdem die Anwendbarkeit des Exziton-Konzeptes auf Rydbergsysteme ero¨rtert wurde,
werden jetzt die Exziton-Zusta¨nde einer Rydbergkette bestimmt. Die Pra¨paration einer Ket-
te von Atomen mit Absta¨nden von einigen Mikrometern kann z.B. mit optischen Gittersyste-
men erfolgen [48, 86, 91]. Sie erlauben auch die Herstellung eindimensionaler Strukturen [90].
Zur Erzeugung relativ kurzer Rydbergketten von einigen Atomen ko¨nnte der Antiblockade-
Mechanismus ausgenutzt werden, der bei geeigneter Wahl der Laser-Parameter die Anregung
von Na¨chste-Nachbar-Atomen stark begu¨nstigt (vgl. Abschnitt 3.2.2). Die Erzeugung der
Anregung in der Kette ko¨nnte dann durch einen geeigneten Mikrowellen-Puls durchgefu¨hrt
werden [1, 2]. Es existieren auch Vorschla¨ge den Energietransfer in Mikrolinsen-Arrays zu
studieren [84], oder sogar Ionen in einer eindimensionalen Falle in Rydbergzusta¨nde anzu-
regen [85].
Um nun die Exziton-Zusta¨nde zu erhalten, wird der Hamiltonoperator (4.2) mit der
U¨bergangs-Dipol-Dipol-Wechselwirkung (4.3) diagonalisiert. Fu¨r eine Kette mit konstanten
Nachbarabsta¨nden x kann dies analytisch erfolgen, falls die Wechselwirkung auf Nachbara-
tome beschra¨nkt wird,
Vij =
{
V (x) : j = i± 1
0 : sonst
. (4.4)
Dies erscheint als eine recht brauchbare Na¨herung fu¨r eine Dipol-Dipol-Kopplung, da die
Wechselwirkungssta¨rke eines Teilchens mit seinem u¨berna¨chsten Nachbarn um einen Faktor
8 kleiner ist als die mit dem direkt benachbarten Atom. Die Exzitonen-Zusta¨nde |φk〉 so-
wie die exzitonischen Eigenenergien ǫk kann man durch Diagonalisierung von (4.2) mittels
Fouriertransformation erhalten,
|φk〉 = A
N∑
j=1
e−iRjQk|πj〉 . (4.5)
Hier ist Rj = jx die Position des Teilchens in der Kette. Die Wellenzahlvektoren Qk ergeben
sich aus den Randbedingungen |π0〉 = |πN+1〉 = 0 und die Konstante A aus der Normierung∑
k〈φk|φk〉 = 1. Durch die festen Randbedingungen ergibt sich fu¨r die Wellenvektoren
Qk =
πk
x(N + 1)
, k = 1, . . . , N. (4.6)
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Abbildung 4.2: Vergleich der Dispersionsrelation von Exzitonen fu¨r eine unendlich lange
Kette mit Gitterplatzabstand x unter voller Beru¨cksichtigung der U¨bergangs-Dipol-Dipol-
Wechselwirkung (durchgezogen) und bei Beschra¨nkung der Kopplung auf Na¨chste-Nachbar-
Pla¨tze (gestrichelt) mit Kopplungssta¨rke V (x).
Man erha¨lt als Eigenenergien und -funktionen (siehe z.B. [39])
ǫk = −2V (x) cos
(
πk
N + 1
)
, (4.7a)
|φk〉 =
√
2
N + 1
N∑
j=1
sin
(
πkj
N + 1
)
|πj〉 , (4.7b)
mit k = 1, . . . , N . Die exzitonischen Eigenenergien sind symmetrisch um den Energie-
Nullpunkt. Die N Exziton-Zusta¨nde sind u¨ber die gesamte Kette delokalisiert. Die Anregung
wird also kollektiv von allen Teilchen getragen.
Um zu sehen, wie sich die Vernachla¨ssigung der Kopplungen eines Teilchen zu weiter
entfernten Atomen auf die Dispersionsrelation der Exzitonen auswirkt, ist es hilfreich den
Grenzfall einer unendlich langen Kette (N → ∞) zu betrachten. Hier bilden die Exziton-
Energien ein kontinuierliches Band und die Exzitonen-Zusta¨nde werden durch einen konti-
nuierlichen Wellenzahlvektor q bestimmt. Im Gegensatz zur endlich langen Kette mit offenen
Ra¨ndern, weist dieser Spezialfall eine zusa¨tzliche Symmetrie - die Translationssymmetrie -
auf. Dies hat zur Folge, dass mit Ausnahme des Zustandes q = 0 alle Eigenzusta¨nde zweifach
entartet sind [ǫ(q) = ǫ(−q)]. Konkret lautet die Dispersionsrelation in diesem Grenzfall
ǫNN (q) = −2V (x) cos(qx) . (4.8)
Dabei ist q ∈ [−π/x, π/x] aufgrund der Gittersymmetrie auf die erste Brillouin Zone be-
schra¨nkt [10]. Aufgrund der Translationssymmetrie im Fall N →∞ kann der elektronische
Hamiltonoperator (4.2) auch unter Mitnahme der vollen Reichweite der Wechselwirkung
mittels Fouriertransformation diagonalisiert werden. Als Dispersionsrelation ergibt sich
ǫdip−dip(q) = −2V (x)
∞∑
j=1
cos(jqx)
j3
. (4.9)
In Abbildung 4.2 werden die Dispersionsrelationen fu¨r eine unendlich ausgedehnte Ket-
te unter Beru¨cksichtigung der vollen Dipol-Dipol-Wechselwirkung und Beschra¨nkung der
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Wechselwirkung auf Nachbaratome miteinander verglichen. Es ist zu erkennen, dass die
zusa¨tzlichen Kopplungen, die im Na¨chste-Nachbar-Modell vernachla¨ssigt werden, zu ei-
ner Asymmetrie der exzitonischen Energien um den Energie-Nullpunkt fu¨hren. Die untere
Bandkante von ǫdip−dip liegt bei ǫdip−dipmin = −2V (x)ζ(3) und die maximale Exziton-Energie
ist ǫdip−dipmax = 3V (x)ζ(3)/2, mit der Riemann’schen ζ-Funktion (ζ(3) = 1.20206) und der
Na¨chsten-Nachbar-Wechselwirkungssta¨rke V (x). Dies bedeutet auch, dass das Exzitonen-
Band bei voller Mitnahme der Dipol-Dipol-Wechselwirkung mit wdip−dip = 4.2072V (x) et-
was breiter ist als im Fall, in dem nur die Na¨chste-Nachbar Wechselwirkung mitgenommen
wurde [wNN = 4V (x)].
In den folgenden Abschnitten wird das Na¨chste-Nachbar-Modell verwendet werden, um
analytische Abscha¨tzungen beim Energietransfer und der Atombewegung (Abschnitt 4.2)
vorzunehmen. Wie sich zeigen wird, wird es nicht in allen Fa¨llen die Dynamik ada¨quat
beschreiben ko¨nnen.
4.1.2 Transfer von Anregungsenergie in der Rydbergkette
Um Energietransfer studieren zu ko¨nnen, wird die Kette nicht in einem exzitonischen Ei-
genzustand pra¨pariert, sondern die Anregung anfangs auf einem Gitterplatz (bzw. einigen
wenigen Gitterpla¨tzen) lokalisiert und die Zeitentwicklung dieser Anregung verfolgt. Dazu
entwickelt man die exzitonische Wellenfunktion in der Basis (4.1)
|Ψ(t)〉 =
∑
i
ci(t)|πi〉 . (4.10)
Unter der Annahme, dass die Anregung bei t = 0 auf Gitterplatz j lokalisiert ist, ko¨nnen
die Koeffizienten mit Hilfe der exzitonischen Eigenfunktionen ausgedru¨ckt werden.
ci(t) =
∑
k
e−iǫkt〈πi|φk〉〈φk|πj〉 . (4.11)
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Anregung zum Zeitpunkt t auf Gitterplatz i befindet,
ist dann bestimmt durch
Pi(t) = |ci(t)|2 . (4.12)
Im Folgenden wird zuna¨chst der Energietransfer in einer Kette mit konstanten Atomab-
sta¨nden und anschließend fu¨r eine mit ortsabha¨ngigen Absta¨nden bestimmt. Dabei wird die
Resultate des Na¨chste-Nachbar-Modells mit
”
exakten“ Rechnungen verglichen.
Transfer in einer Kette mit konstanten Atomabsta¨nden
Abbildung 4.3 zeigt die Propagation einer anfangs an einem Ende einer Kette aus N = 41
Rydbergatomen lokalisierten Anregung (|Ψ(0)〉 = |π1〉). Dabei ist zum Vergleich sowohl der
analytisch behandelbare Fall des Na¨chste-Nachbar-Modells dargestellt, als auch die nume-
risch bestimmte Dynamik unter Beru¨cksichtigung der vollen Rydberg-Rydberg-Kopplung.
Der Atomabstand ist mit x = 6µm derart, dass er mit optischen Gittersystemen experimen-
tell realisiert werden kann. Das verwendete Dipolmatrixelement ist mit µ = 1000 a.u. in der
Gro¨ßenordnung, wie sie bei Alkalimetall-Atomen typischerweise bei U¨berga¨ngen zwischen
Rydbergzusta¨nden mit Hauptquantenzahlen n ∼ 35 vorkommen.
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Abbildung 4.3: Propagation einer anfa¨nglich am Gitterplatz i = 1 pra¨parierten Anregung
entlang einer Rydbergkette mit N = 41 Teilchen und Na¨chste-Nachbar-Abstand x = 6µm.
Als Funktion des Gitterplatzindex i und der Propagationszeit t ist die Exziton-Dichte Pi
abgebildet. (a) unter Beru¨cksichtigung nur der Wechselwirkung zwischen Na¨chsten-Nachbar-
Atomen (b) unter voller Beru¨cksichtigung der U¨bergangs-Dipol-Dipol-Kopplung zwischen
allen Teilchen . Das U¨bergangsmatrixelement zwischen s-, und p-Zustand ist µ = 1000 a.u..
Die weißen Punkte geben den Schwerpunkt der Anregung 〈i〉 =∑i iPi an.
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Auf den ersten Blick ist zu erkennen, dass die Beschra¨nkung der Wechselwirkung auf
Nachbarteilchen im Wesentlichen keinen qualitativen Unterschied mit sich bringt. Die An-
regung propagiert mit konstanter Geschwindigkeit durch das System und wird an den Ket-
tenenden reflektiert. Dabei verbreitert sich das anfa¨nglich schmale Wellenpaket im Laufe
der Zeit. Da es in einer Superposition von |φk〉-Zusta¨nden pra¨pariert wurde, propagiert jede
k-Komponente mit einer unterschiedlichen Gruppengeschwindigkeit uk. Sie kann aus der
Dispersionsrelation ǫk erhalten werden [42]
uk =
∂ǫk
∂Qk
. (4.13)
Die mittlere Propagationsgeschwindigkeit u(t) des Wellenpaketes, d.h. die Geschwindigkeit,
mit der sich der Schwerpunkt R(t) =
∑
iRi|〈πi|Ψ(t)〉|2 des Pakets bewegt, ist dann gegeben
als
u(t) =
N∑
k=1
uk |〈φk|Ψ(t)〉|2 . (4.14)
Fu¨r kurze Zeiten bis etwa zur ersten Reflexion ist sie nahezu konstant und kann durch
Ableitung von (4.7a) nach dem Wellenvektor (4.6) mit Hilfe von (4.13) und (4.14) bestimmt
werden
u(t = 0) =
4xV (x)
N + 1
N∑
k=1
sin3
(
πk
N + 1
)
=
xV (x)
N + 1
[
3 cot
(
π
2(N + 1)
)
− cot
(
3π
2(N + 1)
)]
. (4.15)
Dies stimmt sehr gut mit den aus der Trajektorie des Anregungsschwerpunktes in Abb. 4.3
numerisch bestimmten Werten u¨berein. Die Propagationsgeschwindigkeit ist proportional
zur Wechselwirkungssta¨rke und zur Gitterkonstanten. Außerdem besteht eine recht schwache
Abha¨ngigkeit von der Kettenla¨nge. Fu¨r N = 2 ist u =
√
3xV (x) = 1.73 xV (x), wohingegen
sich im Limes N → ∞ der Wert u = 16xV (x)/(3π) = 1.70 xV (x) ergibt. Allerdings wird
letzterer schon fu¨r relativ kurze Ketten mit N > 5 Teilchen erreicht.
In Abb. 4.3 ist auch zu sehen, dass der Anregungsschwerpunkt im betrachteten Zeitraum
einer geda¨mpften, oszillierenden Trajektorie folgt. Sie propagiert also nie vollsta¨ndig durch
die Kette, d.h. die Energie wird nicht komplett transferiert. Dies ist besonders deutlich zu
sehen, wenn man einen Schnitt entlang der Zeitachse beim Gitterplatz i = N betrachtet
(Abb. 4.4). Aufgrund der nicht-linearen Dispersion ǫk, unterscheiden sich die Gruppenge-
schwindigkeiten uk fu¨r verschiedene k, Daher interferieren die Komponenten 〈φk|Ψ(t)〉 des
Wellenpakets untereinander, so dass die Anregung das Kettenende scheinbar in einzelnen
Schu¨ben erreicht. Im Interferenzmuster zeigen sich dann auch die Unterschiede zwischen
der gena¨herten Berechnung der Dynamik und der Rechnung unter Einbeziehung der vollen
Abstandsabha¨ngigkeit der Dipol-Dipol-Wechselwirkung. Am Kettenende a¨ußern sich die-
se Unterschiede darin, dass die maximale Anregungswahrscheinlichkeit im letzteren Fall im
Vergleich zur Na¨chsten-Nachbar-Rechnung etwas geringer ist. Außerdem sind die Anregungs-
minima nicht so deutlich ausgepra¨gt, d.h. es kommt zu keiner vollsta¨ndigen Auslo¨schung der
einzelnen k-Komponenten.
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Abbildung 4.4: Schnitt durch Abb. 4.3(a) (gepunktet) bzw. Abb. 4.3(b) (durchgezogen)
entlang der Zeitachse bei Gitterplatz i = N = 41.
Transfer in einer Kette mit variierenden Atomabsta¨nden
Interessant ist auch die Anregungsdynamik in einer Kette, deren Nachbarabsta¨nde orts-
abha¨ngig sind. Dieser Fall tritt automatisch bei Ketten aus Rydberg-Ionen auf, die ku¨rzlich
untersucht wurden [85]. In Ionenfallen vergro¨ßert sich der Teilchenabstand zum Rand der
Kette hin. Dies erfolgt in etwa quadratisch mit der Entfernung vom Fallenzentrum [85]. Eine
derartige Geometrie kann im Prinzip auch mit Mikrolinsen-Systemen realisiert werden.
In Abbildung ist 4.5 die Propagation einer anfangs an einem Ende einer Kette lokalisier-
ten Anregung gezeigt, wobei die Nachbarabsta¨nde mit der Teilchenposition variieren. Die
Teilchenpositionen in der Kette gegeben sind als
Ri = ix+ αx
(
i− N + 1
2
)3
. (4.16)
Dies ergibt eine quadratischen Abha¨ngigkeit des Teilchenabstandes von Gitterplatz
Ri+1 − Ri = x+ αx
4
[
1 + 3 (N − 2i)2] . (4.17)
Hier vergro¨ßern sich die Nachbarabsta¨nde fu¨r α > 0 vom Kettenzentrum zu den Ra¨ndern
hin (x bezeichnet den minimalen Abstand). Der Energietransfer ist also an den Kettenen-
den langsamer als im Zentrum. Dieser Geschwindigkeitsunterschied wird festgelegt durch
den Parameter α, der die Sta¨rke des quadratischen Anteils angibt. Mikrolinsen-Systemen
ko¨nnen mit einem vorgegebenem α hergestellt werden. In Ionenfallen ist α durch die Fallen-
Parameter festgelegt. Die System-Parameter in Abb. 4.5 sind mit x = 3µm, α = 2 · 10−3
und µ = 1000 a.u. so gewa¨hlt, dass sie experimentell realisiert werden ko¨nnen.
Die Anregungsdynamik zeigt jetzt ein vo¨llig anderes Bild als im Fall der Kette mit kon-
stanten Absta¨nden. Die in Abb. 4.3 noch so pra¨gnanten Interferenzmuster sind verschwun-
den. Die Anregung wird nicht mit konstanter Geschwindigkeit durch die Kette transferiert,
sondern bleibt eine gewisse Zeit relativ lokalisiert am Kettenende bevor sie sehr schnell
durch das System wandert und am gegenu¨berliegenden Kettenende wieder lokalisiert wird.
Wiederum ist zwischen der gena¨herten Rechnung mit dem Na¨chster-Nachbar-Modell und
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Abbildung 4.5: Wie Abb. 4.3 jedoch mit Na¨chste-Nachbar-Absta¨nden die gema¨ß Gl. (4.17)
vom Gitterplatz i abha¨ngen. Der minimale Abstand im Kettenzentrum ist x = 3µm, der
Kontrollparameter α = 2 · 10−3.
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Abbildung 4.6: Schnitt durch Abb. 4.5(a) (gepunktet) bzw. Abb. 4.5(b) (durchgezogen)
entlang der Zeitachse bei Gitterplatz i = N = 41.
den Resultaten unter voller Mitnahme der Abstandsabha¨ngigkeit eine qualitative U¨ber-
einstimmung festzustellen. Der augenfa¨lligste Unterschied besteht darin, dass im ersteren
Fall der Schwerpunkt der Anregung tatsa¨chlich komplett durch die Kette propagiert. Das
Na¨chste-Nachbar-Modell sagt also einen vollsta¨ndigen Transfer der Anregung durch das
System voraus (Abb. 4.6). Bei voller Beru¨cksichtigung der Dipol-Dipol-Kopplung ist das
jedoch nicht der Fall. Hier fu¨hren die langreichweitigen Beitra¨ge, die die Asymmetrie in
der Dispersionsrelation (4.9) verursachen, dazu, dass das Wellenpaket anfangs zu stark de-
phasiert wird, um anschließend wieder vollsta¨ndig rephasieren zu ko¨nnen. Abschließend sei
bemerkt, dass auch bei der Na¨chsten-Nachbar-Rechnung die komplette Rephasierung ledig-
lich bei der ersten Reflexion auftritt. Die Dephasierung bei weiteren Durchga¨ngen durch die
Kette nimmt dann doch so stark zu, dass die Anregung nicht mehr vollsta¨ndig durch das
System wandert. Dennoch zeigt das diskutierte Beispiel, wie stark der Energietransfer durch
eine spezielle Wahl der Geometrie beeinflusst wird. Dies ko¨nnte dazu benutzt werden, um
ihn unter bestimmten Gesichtspunkten (vollsta¨ndiger Transfer, schneller Transfer, . . . ) zu
optimieren [106].
Insgesamt kann also gesagt werden, dass sich ultrakalte Rydbergsysteme sehr gut fu¨r
eine spezifische Untersuchung des rein exzitonischen Energietransfer eignen. Die Vorausset-
zungen dafu¨r sind mit modernen quantenoptischen Methoden realisierbar. Der Nachweis
des Transfers kann dadurch erfolgen, dass eine lokalisierte Anregung zuna¨chst durch einen
geeigneten Mikrowellen-Puls an einem Ende der Kette pa¨rpariert wird. Ein Laser, der auf
das andere Kettenende fokusiert ist, koppelt den Zustand |p〉 an ein schnell zerfallendes Ni-
veau. Erreicht die Anregung das Kettenende, wird die Kopplung in den schnell zerfallenden
Zustand wirksam und es entsteht ein Fluoreszenz-Signal [84].
Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, fu¨hrt die exzitonische Dynamik nicht nur zum
Anregungstransport, sondern induziert auch mechanische Kra¨fte auf die Teilchen. Dabei
ha¨ngen sowohl die Sta¨rke als auch die Richtung der Beschleunigungen stark vom exzitoni-
schen Zustand des Systems ab. Die exzitonische Dynamik ist also mit der Atombewegung
korreliert.
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4.2 Kopplung von elektronischer Anregung und
Bewegung der Rydbergatome
Der resonante Anregungsaustausch zwischen Rydbergatomen ha¨ngt neben den elektroni-
schen Zusta¨nden auch von den Positionen der Atome ab. Durch diese Kopplung von elek-
tronischen und mechanischen Freiheitsgraden erfolgt nicht nur ein ra¨umlicher Energietrans-
fer, sondern es wirken auch Kra¨fte auf die Rydbergatome. Sie werden in diesem Abschnitt
na¨her untersucht. Mechanische Kra¨fte treten auch auf, wenn die Atome ihren Zustand nicht
resonant a¨ndern ko¨nnen. Die Bewegung, die durch sie ausgelo¨st wird, wurde in verschiede-
nen Arbeiten behandelt [6, 7, 68, 96]. Sie kann rein klassisch beschrieben werden. Die Kra¨fte
zwischen den Teilchen sind entweder attraktiv oder repulsiv. Dadurch weisen Rydbergato-
me, die beispielsweise in einer Kette pra¨pariert sind, diese beide Bewegungsmuster auf. Wie
dieser Abschnitt zeigen wird, a¨ndert sich dies, wenn die Rydbergatome ihren Zustand durch
resonanten Anregungsaustausch a¨ndern ko¨nnen. In diesem Fall sind die Bewegungsmuster
korreliert mit den Exziton-Zusta¨nden des Systems. Dabei ist die Anzahl an Bewegungs-
abla¨ufen gegeben durch die Zahl der exzitonischen Eigenzusta¨nde des Systems.
Um den Zusammenhang zwischen Anregung und Bewegung zu studieren, wird in Ab-
schnitt 4.2.1 eine quanten-klassische Beschreibung der gekoppelten Dynamik vorgestellt.
Die Positionen der Rydbergatome werden dabei als Gro¨ßen aufgefasst, die klassischen Be-
wegungsgleichungen folgen. Die Exziton-Dynamik wird aber weiterhin quantenmechanisch
behandelt und in die Beschreibung der Atombewegung integriert. Durch diese aus der Mo-
leku¨lphysik stammende Methode ko¨nnen auch nicht-adiabatische Effekte beschrieben wer-
den. Ihr Auftreten wird bei der Beschreibung der Methode diskutiert. Im darauf folgenden
Abschnitt wird das Verfahren dann angewandt, um am Beispiel einer regula¨r pra¨parierten
Rydbergkette die Atombewegung zu studieren. Die Verbindung zwischen den entstehenden
Bewegungsmustern und der Symmetrie der exzitonischen Eigenzusta¨nde wird eingehend
ero¨rtert und die Mo¨glichkeit eines experimentellen Nachweises der Bewegung angesprochen.
Anschließend wird in Abschnitt 4.2.3 eine Kette betrachtet, in die eine Sto¨rstelle eingebaut
ist. Es wird gezeigt, dass die Exziton-Zusta¨nde durch die Irregularita¨t stark modifiziert wer-
den. Die Atombewegung weicht dementsprechend stark vom regula¨ren Fall ab. Insbesondere
kann die Sto¨rstelle selbst durch das System wandern. Wie abschließend erla¨utert wird, ist
damit auch ein adiabatischer Transfer von Anregungsenergie durch das System verbunden.
An diesem Prozess ist nur ein einziger Exziton-Zustand beteiligt. Daher hat diese Art des
Anregungstransfers einen vollkommen anderen Charakter als der in Abschnitt 4.1.2 bespro-
chene.
4.2.1 Quanten-klassische Beschreibung der Atombewegung
Um die Atombewegung quantenmechanisch zu beschreiben, wird dem elektronischen Ha-
miltonoperator Hel [vgl Gl. (4.2)] die kinetische Energie der Rydbergatome hinzugefu¨gt,
H(R1, . . . , RN) = −
N∑
i=1
1
2M
∇2Ri +Hel(R1, . . . , RN) . (4.18)
Dabei ist M die Masse eines Atoms. Da Hel sowohl vom elektronischen Zustand, als auch
von den Atompositionen abha¨ngt, wird die elektronische Dynamik mit der Schwerpunktsbe-
wegung der Rydbergatome gekoppelt. Durch diese Kopplung ist die vollsta¨ndige Berechnung
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der Dynamik im Allgemeinen nicht mo¨glich. Zur na¨herungsweisen Behandlung des Problems
wird im Folgenden ein Verfahren aus der Moleku¨lphysik angewandt, das es erlaubt die Atom-
bewegung auch fu¨r große Teilchenzahlen zu untersuchen [36, 54, 119]. Sie besteht darin die
Schwerpunktskoordinaten der Teilchen als zeitlich vera¨nderliche, klassische Gro¨ßen aufzu-
fassen und die quantenmechanisch bestimmte exzitonische Dynamik in die Beschreibung der
Bewegung zu integrieren.
Wie bei der Born-Oppenheimer-Na¨herung, wird zuna¨chst nur der elektronische Anteil
von (4.18) betrachtet. Die Eigenzusta¨nde φk sowie die zugeho¨rigen Eigenenergien ǫk von H
el
werden durch Lo¨sen der zeitunabha¨ngige Schro¨dinger Gleichung bestimmt,
Hel(~ρ)|φk(~ρ)〉 = ǫk(~ρ)|φk(~ρ)〉 . (4.19)
Im Unterschied zum vorangegangenen Abschnitt wird hier die Abha¨ngigkeit von der Kon-
figuration ~ρ ≡ {R1, . . . , RN} der Atompositionen explizit angegeben. Durch die Atombewe-
gung ist die Konfiguration zeitabha¨ngig, ~ρ = ~ρ(t). Daher ha¨ngen sowohl die ǫk(~ρ) als auch die
|φk(~ρ)〉 auch implizit von der Zeit ab. Die exzitonische Wellenfunktion des Systems kann in
den Eigenzusta¨nden |φk(~ρ)〉 entwickelt werden und ha¨ngt ebenfalls von den Atompositionen
und von der Zeit ab,
|ψ(~ρ, t)〉 =
N∑
q=1
cq(t)|φq(~ρ)〉 . (4.20)
Das Betragsquadrat der komplexwertigen Koeffizienten ck(t) (Quantenamplituden) gibt die
Wahrscheinlichkeit an, das System zur Zeit t im Zustand k vorzufinden. Im Gegensatz zu
einer vollen Quanten-Rechnung wird hier angenommen, dass die Quantenamplituden nicht
von ~ρ abha¨ngen. Nach Einsetzen von (4.20) in die zeitabha¨ngige Schro¨dinger-Gleichung fu¨r
das exzitonische System, Beru¨cksichtigung der Zeitabha¨ngigkeit von ~ρ 1 und Multiplikation
mit 〈φk(~ρ)| erha¨lt man die Bestimmungsgleichungen fu¨r die Quantenamplituden
ic˙k = ǫkck − i
N∑
q=1
~˙ρ · ~dkq cq . (4.21)
Der erste Term beschreibt die Dynamik auf der adiabatischen Potentialfla¨che ǫk(~ρ). Da ein
N -Teilchensystem N Exziton-Zusta¨nde hat, gibt es auch N solcher adiabatischer Potenti-
alfla¨chen. Der zweite Term auf der rechten Seite beschreibt U¨berga¨nge des exzitonischen
Systems zwischen verschiedenen Potentialfla¨chen. Er entha¨lt somit den nicht-adiabatischen
Teil der Dynamik. Der nicht-adiabatische Term ist proportional zu den Geschwindigkeiten
der Teilchen und koppelt die Quantenamplituden durch den sogenannten nicht-adiabatischen
Kopplungsvektor
~dkq ≡ 〈φk|∇~ρ φq〉 = 〈φk|∇~ρH
el(~ρ)|φq〉
ǫq(~ρ)− ǫk(~ρ) , (4.22)
mit ~dkk = 0. Der letzte Ausdruck in (4.22) wird durch Anwendung des Hellmann-Feynman-
Theorems [38, 57] erhalten. Der Kopplungsvektor ist invers proportional zum Energieab-
stand der Potentialfla¨chen. Er kann also zwischen Zusta¨nden, die energetisch nahe beieinan-
der liegen, groß werden. Der nicht-adiabatische Beitrag zur Dynamik kann somit eine Rolle
1Die Zeitableitung von |φq(~ρ)〉 ergibt: ∂t|φq(~ρ)〉 = ~˙ρ · |∇~ρ φq(~ρ)〉 .
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spielen, wenn sich die Teilchen schnell bewegen und/oder sich auf einer Potentialfla¨che be-
finden, die energetisch nahe an einer anderen ist. Der zweite Term in (4.21) beschreibt also
den nicht-trivialen, u¨ber die rein parametrische Abha¨ngigkeit der Zusta¨nde von ~ρ hinausge-
henden Anteil der Kopplung zwischen exzitonischen und Bewegungsfreiheitsgraden.
Vernachla¨ssigt man zuna¨chst nicht-adiabatische Effekte kann die klassische Bewegung
eines Teilchens leicht bestimmt werden. In diesem Fall wird ein System, das im Zustand
|φk(~ρ)〉 pra¨pariert wurde, seinen exzitonischen Zustand nicht a¨ndern. Die Kraft, die auf das
Teilchen i wirkt ist dann gegeben durch die klassische Bewegungsgleichung
MR¨
(k)
i = F
(k)
i = −∇Ri〈φk|Hel|φk〉 . (4.23)
Sie ha¨ngt also vom kollektiven exzitonischen Zustand des N -Teilchensystems ab. Daher gibt
es auch N Mo¨glichkeiten, wie sich die Teilchen relativ zueinander bewegen werden. Dies
unterscheidet die exzitonischen Systeme von Gasen, in denen Rydbergatome ihren Zustand
nicht resonant a¨ndern ko¨nnen. Die Kraft ist dort fu¨r alle Teilchen immer entweder repulsiv
oder attraktiv, d.h. unabha¨ngig von der Teilchenzahl N gibt es nur zwei Mo¨glichkeiten, wie
sich die Teilchen bewegen.
Pra¨pariert man das System zum Zeitpunkt t = 0 in einer Superposition von exzitonischen
Eigenzusta¨nden, so wird Gl. (4.23) zuna¨chst fu¨r jeden Eigenzustand gelo¨st. Die Bahn des
Teilchen i erha¨lt man dann durch Mittelung der R
(k)
i (t) u¨ber alle k und Gewichtung mit
dem Betragsquadrat der Quantenamplituden |ck(0)|2 zum Anfangszeitpunkt,
Ri(t) =
N∑
k=1
|ck(0)|2R(k)i (t) . (4.24)
Es ist also vo¨llig ausreichend die Bewegung der Teilchen in den adiabatischen Potential-
fla¨chen zu kennen, um die Atombewegung aus einem beliebigen exzitonischen Anfangszu-
stand beschreiben zu ko¨nnen. Im Allgemeinen werden auch nicht-adiabatische Kopplungen
zur Dynamik beitragen. Um diese zu beru¨cksichtigen, muss die klassische Bewegungsglei-
chung (4.23) zusammen mit der Bestimmungsgleichung (4.21) der Quantenamplituden gelo¨st
werden. Entscheidend dabei ist jedoch, dass die Teilchenbahnen wie im adiabatischen Fall
vollsta¨ndig durch den exzitonischen Anfangszustand bestimmt sind. Es reicht also auch hier
aus die Dynamik des Systems zu kennen, das in den exzitonischen Eigenzusta¨nden startet.
Dadurch kann die Teilchenbewegung fu¨r beliebige Anfangszusta¨nde vorhersagt werden. Im
Folgenden werden deshalb nur die Teilchenbahnen untersucht, die sich ergeben, wenn die
Rydbergkette in einem exzitonischen Eigenzustand pra¨pariert wurde.
Ein numerisches Verfahren, das nicht-adiabatische Betra¨ge zur Dynamik effizient beru¨ck-
sichtigt, ist der von Tully vorgeschlagene fewest-switching-Algorithmus [119]. Das Verfahren
wird in Anhang B wiedergegeben und im Folgenden kurz skizziert. Die Tullysche Methode
behandelt die nicht-adiabatischen Kopplungen stochastisch. Das System wird in einem ex-
zitonischen Eigenzustand initialisiert und Gleichung (4.21) zusammen mit (4.23) integriert.
Bei jedem numerischen Zeitschritt wird die Wahrscheinlichkeit fu¨r einen nicht-adiabatischen
U¨bergang berechnet und durch Vergleich mit einer Zufallszahl entschieden, ob ein Wech-
sel erfolgt. Ein Wechsel der Potentialfla¨che erfolgt instantan, weshalb der U¨bergang als
”
Sprung“ bezeichnet wird. Da sich bei einem Sprung die exzitonische Energie des Systems
vera¨ndert, muss die kinetische Energie angepasst werden, um die Gesamtenergie zu erhalten.
Ist die kinetische Energie der Teilchen nicht groß genug, um einen Anstieg der exzitonischen
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Energie bei einem U¨bergang ausgleichen zu ko¨nnen, wird der Sprung abgelehnt (”verbote-
ner U¨bergang”). In diesem Fall wird die Geschwindigkeitskomponente, die in Richtung des
nicht-adiabatischen Kopplungsvektors (4.22) zeigt, umgedreht [36, 54]. Ein verbotener U¨ber-
gang wirkt fu¨r die Teilchen also wie die Reflexion an einer Wand. Da die nicht-adiabatischen
Kopplungen stochastisch behandelt werden, muss eine entsprechend große Anzahl von Ein-
zelrealisierungen von Teilchenbahnen bestimmt, und u¨ber diese gemittelt werden.
Mithilfe dieses Verfahrens wird im Folgenden die Atombewegung in einer Rydbergkette
studiert. Von besonderem Interesse ist dabei die Abha¨ngigkeit der Teilchenbahnen vom der
Form der exzitonischen Eigenfunktionen.
4.2.2 Exziton-Zusta¨nde und Bewegung einer idealen Rydbergkette
Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, ist die Atombewegung mit der Exziton-Dynamik
gekoppelt. In diesem Abschnitt wird diese Verbindung anhand eines konkreten Beispiels
genauer untersucht. Es wird eine Kette aus fu¨nf Rydbergatomen betrachtet, die eine exzito-
nische Anregung tra¨gt, und angenommen, dass die Atome mit konstantem Nachbarabstand
x pra¨pariert wurden. Wie im vorangegangenen Abschnitt argumentiert wurde, ist es aus-
reichend die exzitonischen Eigenzusta¨nde als Anfangsbedingung zu wa¨hlen, um die Atom-
bewegung zu charakterisieren. Da die Kraft auf ein Teilchen von den kollektiven Exziton-
Zusta¨nden abha¨ngt [vgl. Gl. 4.23], ist zu erwarten, dass die Bewegung die Symmetrie der
Exziton-Wellenfunktion widerspiegeln wird. Abbildung 4.7 zeigt die numerisch bestimmte
Bewegung der anfa¨nglich ruhenden Atome der Rydbergkette in Abha¨ngigkeit vom exzito-
nischen Startzustand. Die Trajektorien wurden mit Hilfe des fewest-switching-Algorithmus
berechnet. Die Komponenten 〈φk|πj〉 der fu¨nf Exziton-Zusta¨nde in der Basis (4.1) sind in
den grau hinterlegten Bereichen dargestellt. Die exzitonische Eigenenergie ǫk nimmt von
k = 1 nach k = 5 zu.
Auf den ersten Blick ist zu erkennen, dass die fu¨nf mo¨glichen Startzusta¨nde zu ebenso
vielen Bewegungsmustern fu¨hren. Die Bewegungen verlaufen symmetrisch zum Kettenzen-
trum, das als Schwerpunkt seinen Bewegungszustand beibeha¨lt. Daher bleibt das zentrale
Teilchen immer in Ruhe. Die Bewegung, die im Exziton-Zustand mit der niedrigsten bzw.
ho¨chsten Energie startet, verla¨uft rein attraktiv bzw. repulsiv. Sie zeigt also das Verhalten,
dass in einem rein klassischen System vorkommt. In den u¨brigen Fa¨llen ha¨ngt die Bewegung
eines Atoms davon ab, an welcher Position der Kette es sich befindet. Wird die Kette in
den beiden energetisch niedrigsten exzitonischen Zusta¨nden pra¨pariert (k = 1, 2), kommt es
zu schnellen Kollisionen von Teilchen, bei denen mindestens einer der Stoßpartner ionisiert
werden kann. Hingegen gibt es bei einer Pra¨paration in den beiden energetisch ho¨chsten
Zusta¨nden (k = 4, 5) keine schnellen Kollisionen. Im Fall k = 4 kommt es lediglich zu ei-
ner sehr langsamen Anna¨herung der drei zentralen Teilchen, deren Bahnen aber schließlich
wieder auseinanderlaufen. Am langsamsten verla¨uft die Dynamik ab, wenn die Kette im
”
mittleren“ Zustand (k=3) pra¨pariert wird.
Um den Zusammenhang zwischen der Bewegung und den Exziton-Zusta¨nden zu studie-
ren, ist es instruktiv die anfangs wirkenden Kra¨fte mit dem Na¨chste-Nachbar-Modell aus
Abschnitt 4.1.1 abzuscha¨tzen. Fu¨r eine Kette aus N Atomen mit Nachbarabstand x erha¨lt
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Abbildung 4.7: Teilchenbahnen von N = 5 anfa¨nglich ruhenden und auf einer Kette mit
Na¨chste-Nachbar-Abstand von x = 5µm positionierten Rydbergatomen (Masse M = 1.1 ·
104 a.u.) in Abha¨ngigkeit von den 5 mo¨glichen exzitonischen Eigenzusta¨nden |φk〉, in denen
das System pra¨pariert werden kann. Die zugeho¨rigen Eigenenergien nehmen von oben (k =
1 nach unten zu. Die grau hinterlegten Bereiche zeigen jeweiligen den Wert 〈φk|πn〉 der
Eigenfunktionen an den Ausgangspositionen Rn der Teilchen, wobei n in jedem Graphen
von unten nach oben zunimmt. Die Sta¨rke der U¨bergangs-Dipol-Dipol-Wechselwirkung [vgl.
(4.3)] ist gegeben durch µ = 1000 a.u..
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Abbildung 4.8: Zeitentwicklung der gesamten kinetischen Energie der in Abb. 4.7 gezeigten
Teilchenbahnen in Abha¨ngigkeit vom exzitonischen Anfangszustand. (a) Zusta¨nde, die zu
schnellen Kollisionen fu¨hren: k = 1 (durchgezogen), k = 2 (gestrichelt) und (b) Zusta¨nde,
die eine langsame Dynamik induzieren: k = 3 (durchgezogen), k = 4 (gestrichelt), k = 5
(strich-punktiert).
man so die Kraft auf das Teilchen i durch Einsetzen von (4.7) in (4.23),
F
(k)
i (t = 0) = 2∂xV (x)〈φk|πi〉 (〈φk|πi+1〉 − 〈φk|πi−1〉) (4.25a)
=
12
N + 1
µ2
x4
sin
(
πk
N + 1
)
sin
(
2πki
N + 1
)
. (4.25b)
In diesem Ausdruck wurden die Randbedingungen durch Setzen von 〈φk|π0〉 = 〈φk|πN+1〉 =
0 beru¨cksichtigt. Die Kraft, die auf ein Rydbergatom wirkt, ist demnach invers proportio-
nal zur Teilchenzahl N . Sie nimmt also mit zunehmender Kettenla¨nge rasch ab. Das liegt
daran, dass die exzitonische Anregung vollsta¨ndig delokalisiert ist. Grob gesprochen heisst
das, dass jedes Teilchen etwa 1/N der Anregung u¨bernimmt und dadurch der mechanische
Effekt in diesem Maß reduziert wird. Die Kraft zwischen zwei Atomen ist attraktiv, falls
der Exziton-Zustand 〈φk|πj〉 an den entsprechenden Gitterpla¨tzen j das gleiche Vorzeichen
hat, anderenfalls ist sie repulsiv. Die Gesamtbeschleunigung auf ein Teilchen erha¨lt man
durch Vergleich der Beitra¨ge der beiden Nachbaratome. Dieser Zusammenhang zwischen
Anfangsbeschleunigung und Exziton-Zustand ist auch klar in Abb. 4.7 zu erkennen: Hat der
Exziton-Zustand keine Knoten (k = 1), werden alle Teilchen zum Zentrum hin beschleunigt,
besitzt er im Gegensatz dazu die maximale Anzahl von Knoten (k = 5) ist die Bewegung al-
ler Atome vom Zentrum weg gerichtet. Die anderen Fa¨lle lassen sich analog erschließen. Eine
Ausnahme bildet der Exziton-Zustand k = 3, dessen Energie im Na¨chste-Nachbar-Modell
verschwindet [vgl. (4.7a])], bei exakter Rechnung jedoch endlich ist. Hier ergibt (4.25 (b)),
dass gar keine Bewegung stattfinden wird. Dies widerspricht dem Resultat aus Abb. 4.7,
das unter voller Beru¨cksichtigung der Wechselwirkung erhalten wurde. Wie schon bei der
Untersuchung des Energietransfers in Abschnitt 4.1.2, fu¨hren auch hier die Beitra¨ge wei-
ter entfernter Atome zur Phase der Wellenfunktion zu den Unterschieden zwischen voller
Dipol-Dipol-Kopplung und Na¨chste-Nachbar-Modell.
Die Unterschiede in der Dynamik der Bewegungsmuster ist besonders gut in der Zeit-
entwicklung der kinetischen Energie, E
(k)
kin = (M/2)
∑
i v
2
i (k) , des Systems zu erkennen. Fu¨r
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kurze Zeiten t ko¨nnen die Geschwindigkeiten der Atome na¨herungsweise durch die anfa¨nglich
wirkenden Kra¨fte ausgedru¨ckt werden, vi(k) ≈ tF (k)i (t = 0)/M . Mit dem Na¨chste-Nachbar-
Modell ergibt sich so die gesamte kinetische Energie des Systems zu
E
(k)
kin(t ∼ 0) ≈
36
N + 1
(
µ2
x4
)2
sin2
(
πk
N + 1
)
t2
M
. (4.26)
Bei ungeradem N ist E
(k)
kin = 0 fu¨r k = (N + 1)/2. Ein Vergleich dieses Ausdrucks mit
der in Abb. 4.8 dargestellten Numerik zeigt eine gute U¨bereinstimmung fu¨r Zeiten t <
1µs. Gleichung (4.26) besagt, dass - mit Ausnahme des Spezialfalls k = (N + 1)/2 - die
anfa¨ngliche Dynamik schneller ist, wenn die Energie des Exziton-Zustandes im Zentrum des
exzitonischen
”
Bandes“ liegt. Dies ist auch in Abb. 4.8 zu sehen, wenn man die kinetische
Energie der Zusta¨nde k = 1 mit k = 2 bzw. k = 5 mit k = 4 vergleicht. Fu¨r la¨ngere Zeiten
ist der Unterschied zwischen den Fa¨llen, bei denen es zu einer schnellen Kollision der Atome
kommt und der langsamen Dynamik bei den Zusta¨nden k = 3, 4, 5 im Zeitverlauf von E
(k)
kin
sehr deutlich zu erkennen. Insbesondere a¨ußert sich die langsame Anna¨herung der zentralen
Teilchen bei der Pra¨paration im Anfangszustand k = 4 in Abb. 4.7 (b) in einem nicht-
monotonem Verhalten der kinetischen Energie. Sie erreicht ein Minimum bei der gro¨ßten
Anna¨herung der Teilchen.
Bei den numerischen Rechnungen wurden die dargestellten Teilchenbahnen (Abb. 4.7)
und kinetischen Energien (Abb. 4.8) fu¨r jeden exzitonischen Anfangszustand durch Mitte-
lung u¨ber 1000 Einzelrealisierungen erhalten. Dabei zeigte sich, dass die nicht-adiabatischen
Kopplungen nur einen sehr schwachen Einfluss auf die Dynamik des hier betrachteten Sys-
tems haben. Insgesamt versuchte das System nur in etwa fu¨nf Prozent aller Durchla¨ufe den
elektronischen Zustand zu a¨ndern, wobei es sich ausnahmslos um verbotenen U¨berga¨nge
handelte. Die kinetische Energie des Systems war demnach nicht ausreichend um die A¨nde-
rung der potentiellen Energie bei einem U¨bergang auszugleichen. Dabei zeigten sich bei
den Anfangszusta¨nden, die zu schnellen Kollisionen fu¨hren (k = 1, 2) die meisten Sprung-
versuche. Beim Zustand k = 5 machten sich die nicht-adiabatischen Kopplungen gar nicht
bemerkbar. Die Dynamik verlief dort vollkommen adiabatisch ab. Da der nicht-adiabatische
Anteil an der Dynamik proportional ist zur Geschwindigkeit der Teilchen und dem inversen
Energieabstand der Potentialfla¨chen [vgl. Gln. (4.21) und (4.22)] kann nun Folgendes gesagt
werden: In den Fa¨llen, die schnell kollidierende Trajektorien zeigen, ist die Geschwindigkeits-
zunahme vor der Kollision langsamer als die Zunahme der potentiellen Energie und damit
des Energieabstandes der Potentialfla¨chen. Dadurch werden nicht-adiabatische Kopplungen
unterdru¨ckt und die Dynamik ist weitgehend adiabatisch. In den u¨brigen Fa¨llen (k=3,4,5)
ist die Teilchengeschwindigkeit langsamer als die exzitonische Dynamik. Deshalb verha¨lt
sich das System auch dort adiabatisch. Ein Vergleich der hier dargestellten Ergebnisse mit
Rechnungen, bei denen die nicht-adiabatischen Kopplungen vernachla¨ssigt wurden, ergab
daher nur geringfu¨gige Unterschiede in den Teilchenbahnen und kinetischen Energien. Die
in diesem Abschnitt getroffenen Aussagen u¨ber die Bewegung der Atome wa¨ren auch aus
einem rein adiabatischen Zugang erhalten worden. Dies gilt auch fu¨r die Ergebnisse, die im
na¨chsten Abschnitt diskutiert werden.
Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Atombewegung in der regula¨ren Kette
sehr symmetrische Bewegungsmuster zeigt. Sie sind korreliert mit der Symmetrie der exzi-
tonischen Eigenzusta¨nde. Diese Korrelation kann gut durch das einfache Na¨chste-Nachbar-
Modell erkla¨rt werden. Es zeigt auch, dass gewisse Exziton-Zusta¨nde zu einer Bewegung
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Abbildung 4.9: Teilchenbahnen und exzitonische Startzusta¨nde fu¨r eine Rydbergkette mit
Sto¨rstelle an einem Ende. Die dargestellten Graphen und verwendeten Parameter entspre-
chen denen aus Abb. 4.7; der Abstand der Sto¨rstellenatome ist y = 3µm, d.h. der Sto¨rstel-
lenparameter γ ≡ 1− y/x ist 0.4.
fu¨hren, bei der Rydbergatome relativ schnell kollidieren und ionisiert werden ko¨nnen. Wie
bei der Diskussion der Exziton-Zusta¨nde in Abschnitt 4.1.1 bereits gesagt wurde, kann die
Pra¨paration solcher Systeme in optischen Gittersystemen oder Mikrolinsen-Arrays erfolgen.
Die Exziton-Zusta¨nde ko¨nnen mit Mikrowellen adressiert werden. Die Messung der Atom-
bewegung erfordert eine orts- und zeitaufgelo¨ste Detektion der Rydbergatome. Da die Be-
wegung vergleichsweise langsam auf Mikrosekunden-Skala abla¨uft, sollte die Zeitauflo¨sung
durch Feldionisationstechniken erreichbar sein. Die prinzipielle Mo¨glichkeit die Position von
Rydbergatomen abzubilden wurde in [26, 61, 122] demonstriert. Allerdings war die Auflo¨sung
in diesen Experimenten noch nicht ausreichend um Atomabsta¨nde von wenigen Mikrometern
nachzuweisen. Abhilfe ko¨nnten hier Techniken der modernen Ionenoptik schaffen [87].
4.2.3 Einfluss einer Sto¨rstelle auf die Bewegung der Atome
Die Startpositionen der Rydbergatome im vorangegangenen Abschnitt hatten eine hohe
Symmetrie bezu¨glich des Schwerpunktes der Kette. Diese Symmetrie spiegelte sich auch in
den exzitonischen Eigenfunktionen wider und fu¨hrte zu symmetrischen Bewegungsmustern.
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Abbildung 4.10: Zeitentwicklung der gesamten kinetischen Energie der in Abb. 4.9 gezeigten
Teilchenbahnen in Abha¨ngigkeit vom exzitonischen Anfangszustand. (a) Zusta¨nde, die zu
schnellen Kollisionen fu¨hren: k = 1 (durchgezogen), k = 2 (gestrichelt) und (b) Zusta¨nde,
die eine langsame Dynamik induzieren: k = 3 (durchgezogen), k = 4 (gestrichelt), k = 5
(strich-punktiert).
Eine interessante Frage, die sich nach diesen Beobachtungen nun stellt ist, wie sich die Teil-
chenbahnen a¨ndern werden, wenn diese Symmetrie gebrochen wird. In diesem Abschnitt
wird dieser Frage nachgegangen, indem die Startpositionen der Teilchen modifiziert werden.
Als Beispielsystem wird hier eine Kette betrachtet, die an einem Ende eine Sto¨rstelle auf-
weist. Diese wird eingebaut, indem der Abstand y der beiden Atome am Kettenende kleiner
gewa¨hlt wird als der Nachbarabstand x im Rest des Systems.
Wie in Abb. 4.9 zu erkennen ist, werden die exzitonischen Eigenzusta¨nde im Vergleich
zum idealen System durch die Sto¨rstelle wesentlich vera¨ndert. Sie sind nicht mehr u¨ber das
gesamte System delokalisiert. Die Zusta¨nde mit minimaler und maximaler Exziton-Energie
(k = 1 und k = 5) sind stark an den beiden Sto¨rstellenatomen lokalisiert, wa¨hrend sich
die drei restlichen Zusta¨nde vornehmlich u¨ber den regula¨ren Teil der Kette erstrecken. Sie
sind den Eigenzusta¨nden eines Trimers sehr a¨hnlich. Die fu¨nf Exziton-Zusta¨nde werden also
durch die deutlich sta¨rkere Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen den Sto¨rstellenatomen
in zwei Dimer- und drei Trimerzusta¨nde aufgesplittet. Diese Aufteilung la¨sst sich auch in
den anfa¨nglichen Beschleunigungen der Teilchen beobachten (vgl. Abb. 4.9). Haben die
exzitonischen Anfangszusta¨nde eher Dimer-Charakter (k = 1, 5), verla¨uft die anfa¨ngliche
Bewegung der Sto¨rstellenatome schneller ab als die Dynamik der drei restlichen Teilchen.
Haben die exzitonischen Zusta¨nde Trimer-Charakter ist die Situation umgekehrt.
Die extrem schnelle Dynamik der Sto¨rstellenatome im Zustand k = 1 ist in den Teil-
chenbahnen, die in Abb. 4.9 dargestellt sind, nicht zu erkennen. Dies liegt daran, dass die
Beschleunigungen derart groß sind, dass der adaptive Zeitschritt bei der numerischen In-
tegration der Bewegungsgleichung zu klein wird, um die Kollision der Atome weiter zu
verfolgen. Die schnelle Dynamik, ist jedoch sehr deutlich in dem sehr steilen Anstieg der
kinetischen Energie des Systems zu sehen [Abb. 4.10 (a)]. Die Zeitentwicklung der Teilchen-
positionen bei la¨ngeren Zeiten ist besonders interessant bei den Startzusta¨nden k = 4 und
k = 5. Im ersteren Fall ist eine sehr langsame Anna¨hrung zweier Teilchen zu erkennen.
Ihr Abstand verkleinert sich derart, dass die zugrundeliegende Annahme nicht-u¨berlappen-
der atomarer Wellenfunktionen zusammenbricht. Dieser langsame Prozess muss durch einen
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Abbildung 4.11: Vergleich der Zeitentwicklung der kinetischen Energie einer Kette ausN = 5
Atomen, die im exzitonischen Eigenzustand k = 5 pra¨pariert wurde, in Abha¨ngigkeit des
Sto¨rstellenparameters γ ≡ 1 − y/x. (a) γ = 0, d.h. ideale Kette, (b) γ = 0.2, (c) γ = 0.4
und (d) γ = 0.6. Die u¨brigen Parameter entsprechen denen aus Abb. 4.7.
alternativen Zugang beschrieben werden. Beim Anfangszustand k = 5, bei dem sich die bei-
den Sto¨rstellenatome stark abstoßen, na¨hert sich das ketten-innere Teilchen der Restkette
so stark an, dass ein neues Dimer gebildet wird. Die Teilchen des neu gebildeten Dimers
stoßen sich wieder voneinander ab und es entsteht erneut ein Dimer. Auf diese Weise wird
das anfa¨nglich durch die Sto¨rstellenatome gebildete Dimer durch die Kette transferiert. In
der Zeitentwicklung der kinetischen Energie [Abb. 4.10 (b)] a¨ußert sich dieser Transfer in ei-
nem nicht-monotonen Verhalten. Zu den Zeitpunkten, an denen sich ein neues Dimer bildet,
zeichnen sich schwache Minima ab.
Dieser Effekt kann versta¨rkt werden, indem die beiden Sto¨rstellenatome anfangs in ei-
nem geringeren Abstand pra¨pariert werden. Somit wird ihre anfa¨ngliche potentielle Energie
stark erho¨ht. Die Aufsplittung der Exziton-Zusta¨nde in solche mit Dimer- und mit Trimer-
Charakter tritt so noch deutlicher zu Tage. Abbildung 4.11 zeigt die Zeitentwicklung der
kinetischen Energie bei Pra¨paration der Kette im exzitonischen Anfangszustand k = 5 bei
variierendem
”
Sto¨rstellenparameter“ γ ≡ 1− y/x. Im idealen Systems ist γ = 0 und erho¨ht
sich mit abnehmendem Abstand der Sto¨rstellenatome. Die Lokalisierung des Eigenzustan-
des auf den Sto¨rstellenatomen versta¨rkt sich bei zunehmendem γ und es entwickelt sich
das oben angesprochene nicht-monotone Verhalten von Ek=5kin bis hin zur Herausbildung von
deutlichen Minima. Sie befinden sich an den Zeitpunkten, an denen ein neues Dimer gebildet
wird. Desweiteren erho¨ht sich mit zunehmendem γ auch die gesamte kinetische Energie des
Systems. Die Atomdynamik wird schneller, da durch den geringer werdenden Abstand der
Sto¨rstellenatome anfa¨nglich immer mehr potentielle Energie zur Verfu¨gung steht.
Wie bereits gesagt wurde, verla¨uft die Teilchendynamik bei Pra¨paration im Anfangs-
zustand k = 5 vollkommen adiabatisch ab. Die exzitonische Eigenfunktion kann hier der
langsamen Atombewegung instantan folgen. Da der Exziton-Zustand stark auf dem Dimer
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Abbildung 4.12: Trajektorien und Anregungsgrad einer im exzitonischen Zustand k = 5
pra¨parierten Kette aus 5 Atomen mit Sto¨rstellenparameter γ = 0.6. Die Wahrscheinlichkeit
ein Teilchen im angeregten Zustand zu finden ist durch die Breite und Intensita¨t der blauen
Bereiche dargestellt. Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich die gesamte Anregung zu gleichen
Teilen auf den Sto¨rstellenatomen. Die Parameter des Systems sind dieselben wie die in Abb.
4.7 verwendeten.
lokalisiert ist und das Dimer im Laufe der Zeit durch die Kette transferiert wird, wan-
dert so auch die Anregung durch das System. Die Anregungsenergie wird also durch die
Atombewegung adiabatisch durch die Kette transportiert. Dabei bleibt das System stets im
exzitonischen Eigenzustand. Im Gegensatz dazu ist fu¨r den Energietransfer, der in Abschnitt
4.1.2 besprochen wurde, immer eine Superposition von Exziton-Zusta¨nden erforderlich. Er
hat also einen vollkommen anderen Charakter.
Abbildung 4.12 zeigt die Trajektorien einer Kette aus 5 Atomen mit einem Sto¨rstel-
lenparameter γ = 0.6, die im Zustand k = 5 pra¨pariert wurde. Die Zeitentwicklung der
kinetischen Energie ist in Abb. 4.11 (d) dargestellt. Der Anregungsgrad der Teilchen ist
durch die Breite und Intensita¨t der blauen Bereiche visualisiert. Im Anfangszustand befin-
det sich die Anregung vollsta¨ndig und zu gleichen Teilen auf den beiden Sto¨rstellenatomen.
Sie wandert im Laufe der Zeit mit dem Dimer durch die Kette. Nach dem
”
Auseinander-
brechen“ des letzten Dimers, propagiert die Anregung zuru¨ck zum Kettenzentrum. Dabei
u¨bernimmt das zentrale Teilchen 50 Prozent der Anregung und seine beiden Nachbarn je
25 Prozent. Der Unterschied zu dem in Abschnitt 4.1.2 diskutierten Energietransfer zeigt
sich vornehmlich an zwei Punkten. Zum einen ist der adiabatische, durch die Atombewe-
gung induzierte Transfer wesentlich langsamer. Das liegt daran, dass sich die Rydbergatome
durch ihre relativ große Masse langsam im Vergleich zur exzitonischen Dynamik bewegen.
Die Anregung in Abb. 4.12 beno¨tigt etwa 3µs um komplett durch die Kette zu wandern.
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Hingegen betra¨gt die Transferzeit bei einer idealen Kette, bei der die Anregung durch Su-
perposition von Exziton-Zusta¨nden auf den a¨ußersten Atomen pra¨pariert wird, weniger als
100 ns. Die Zeitskala der exzitonischen Dynamik ist in etwa invers proportional zur Sta¨rke
der Na¨chsten-Nachbar-Kopplung; vgl. Gl. (4.14). Zum anderen stellt sich beim adiabatischen
Transfer ein stabiler elektronischer Endzustand ein, sobald der Transfer des Dimers durch
die Kette abgeschlossen ist. Hingegen ergibt sich bei der in Abschnitt 4.1.2 betrachteten
Dynamik kein solcher Zustand.
Die Diskussion dieses Abschnitts haben also ergeben, dass sich die Atombewegung eines
Systems, in dem die Atomabsta¨nde nicht regula¨r verteilt sind, signifikant von der Dyna-
mik eines regula¨ren Systems unterscheidet. Anhand des Beispiels einer Rydbergkette mit
Sto¨rstelle wurde gezeigt, dass Exziton-Zusta¨nde stark lokalisiert sein ko¨nnen und keine Sym-
metrie bezu¨glich des Kettenzentrums besitzen mu¨ssen. Die Bewegungsmuster der Rydber-
gatome verlieren dadurch an Regularita¨t. Sie ko¨nnen jedoch auf gewissen Doma¨nen, auf
denen die Exziton-Zusta¨nde delokalisiert sind, a¨hnlich wie im vorangegangenen Abschnitt
analysiert werden, Die Atombewegung, die durch stark lokalisierte Zusta¨nde ausgelo¨st wird,
verla¨uft wesentlich schneller ab als bei eher delokalisierten Zusta¨nden. Inbesondere kann
die starke Abstoßung zweier Teilchen mit geringem Abstand (Dimer) in der Kette dazu
fu¨hren, dass das Dimer durch dass System transferiert wird. Damit verbunden ist auch der
Transport von Anregungsenergie, die sich fast ausschlißlich auf den Dimer-Atomen befindet.
Dieser langsame Energietransfer la¨uft adiabatisch in einem exzitonischen Eigenzustand ab.
Er unterscheidet sich damit von dem in Abschnitt 4.1.2 untersuchten Transferprozess. Dieser
findet nur statt, wenn ein Zustand in einer Superposition von exzitonischen Eigenzusta¨nden
pra¨pariert wird, und la¨uft auf einer deutlich ku¨rzeren Zeitskala ab. Durch die Kopplung des
adiabatischen Transfers an die Atombewegung bietet sich die prinzipielle Mo¨glichkeit, den
Transport einer exzitonischen Anregung orts- und zeitaufgelo¨st im Experiment abzubilden.
5 Zusammenfassung und Ausblick
Die vorliegende Arbeit bescha¨ftigte sich mit der Anregungsdynamik ultrakalter Rydberg-
gase. Derartige Gase aus hoch angeregten Atomen sind stark wechselwirkende Vielteilchen-
systeme, die eine facettenreiche Dynamik aufweisen. Das hohe Maß an Manipulierbarkeit der
Eigenschaften von Rydbergatomen u¨bertra¨gt sich direkt auf die Wechselwirkungen in die-
sen Systemen, die sich u¨ber weite Bereiche einstellen lassen. Kombiniert mit der Mo¨glichkeit
ultrakalte Systeme durch Techniken moderner Quanten- und Atomoptik zu strukturieren,
ko¨nnen zahlreiche Vielteilchen-Pha¨nomene gezielt untersucht werden. Ultrakalte Rydberg-
gase stehen so an der Nahtstelle zwischen Atom- und Moleku¨lphysik, Quantenoptik sowie
Statistischer Physik. Dieser interdisziplina¨re Charakter spiegelte sich in der vorliegenden
Arbeit wider, in deren Verlauf Methoden aus all diesen Bereichen zur Anwendung kamen.
Mit diesen Methoden wurde sowohl die laser-induzierte Erzeugung von Rydberggasen, als
auch ihre Dynamik nach dem Abschalten der Laser untersucht.
Bereits die Erzeugung ultrakalter Rydberggase wird durch die Wechselwirkungen zwi-
schen hoch angeregten Atomen dominiert. Ihren sichtbarsten Ausdruck finden diese Wechsel-
wirkungen in einer starken Unterdru¨ckung der Anregungswahrscheinlichkeit, die als Dipol-
oder Rydberg-Blockade bezeichnet wird [71]. Sie wurde erstmalig 2004 experimentell be-
obachtet [107, 118] und geho¨rt zu den mit am intensivsten untersuchten Pha¨nomenen in
ultrakalten Rydbergsystemen. Durch die großen Distanzen, auf denen Wechselwirkungsef-
fekte eine Rolle spielen, ist die Anregung von Rydbergatomen jedoch nicht nur unterdru¨ckt,
sondern fu¨hrt auch zu Korrelationen in den Positionen der angeregten Atome. Der korre-
lierte Charakter des Anregungsprozesses wurde 2005 experimentell durch Auswertung der
Anregungsstatistik besta¨tigt [29].
Die zentrale Rolle von Wechselwirkungseffekten bei der Erzeugung von Rydberggasen
stellt eine große Herausforderung fu¨r eine theoretische Beschreibung der Anregungsdynamik
dar.Mean-field -Methoden ko¨nnen die Anregungsunterdru¨ckung nur dann hinreichend genau
wiedergeben, wenn ein Korrelationsradius
”
per Hand“ eingebaut wird [118, 126]. Quanten-
mechanische Zuga¨nge, die die Wechselwirkung der angeregten Atome voll beru¨cksichtigen
[97, 126], sind beschra¨nkt auf kleine Systeme. In Hinblick auf die Untersuchung des korre-
lierten Anregungsprozesses in ausgedehnten Systemen bietet sich also das unbefriedigende
Bild, dass Korrelationseffekte mit diesen Methoden nur unzureichend, erfasst werden. Die-
sem Dilemma konnte in dieser Arbeit begegnet werden.
Hier wurde in Abschnitt 3.1 ein theoretischer Zugang entwickelt, durch den die Anre-
gungsdynamik fu¨r zehntausende von Teilchen unter voller Beru¨cksichtigung der Rydberg-
Rydberg-Wechselwirkung studiert werden konnte. Der Zugang basierte auf der adiabatischen
Eliminierung der Koha¨renzen aus der vollen Quanten-Beschreibung und fu¨hrte auf eine klas-
sische Mastergleichung, die einfach gelo¨st werden konnte. Ihre Herleitung wurde zuna¨chst
anhand der Anregung eines einzelnen Rydbergatoms demonstriert und anschließend auf das
wechselwirkende Vielteilchensystem u¨bertragen. Die Untersuchung der Einzelatom-Dynamik
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zeigte, dass die adiabatische Na¨herung mo¨glich ist, falls Rydbergatome durch ein in Experi-
menten ha¨ufig verwendetes, zweistufiges Schema angeregt werden. Daher ist dieser Zugang
also gerade fu¨r typische experimentelle Situationen anwendbar. Die klassische Masterglei-
chung konnte fu¨r das Einzelatom analytisch gelo¨st werden. Die Lo¨sung stimmte hervorragend
mit der exakten Quanten-Rechnung u¨berein. Das Einzelatom-Spektrum zeigte zwei unter-
schiedliche Linienformen: eine Einfach- und eine Doppelpeak-Struktur. Die Abha¨ngigkeit
dieser Strukturen von den Anregungsparametern wurde ausfu¨hrlich analysiert. Die Form
des Einzelatom-Spektrums entschied im wechselwirkenden Vielteilchensystem daru¨ber, ob
eine Anregungsunterdru¨ckung oder -versta¨rkung erfolgte. Um die klassische Mastergleichung
auch im Vielteilchen-Fall zu erhalten, war eine zusa¨tzliche Na¨herung no¨tig. Sie bestand dar-
in die gleichzeitige Anregung von zwei oder mehr Rydbergatomen nicht zu beru¨cksichti-
gen. Dies wurde anhand eines Vergleichs der Lo¨sungen der Quanten- mit der klassischen
Mastergleichung fu¨r zwei wechselwirkende Atome gerechtfertigt. Es zeigte sich erneut ei-
ne hervorragende U¨bereinstimmung mit der exakten Quanten-Rechnung. Der Einfluss der
Struktur des Einzelatom-Spektrum auf den Anregungsprozess im Vielteilchensystem war in
den Zwei-Atom-Rechnungen bereits deutlich zu erkennen.
Die in dieser Arbeit hergeleitete klassische Mastergleichung kann durch ein simples
Monte-Carlo-Verfahren fu¨r zehntausende von Teilchen gelo¨st werden. Dies wurde in Ab-
schnitt 3.2 getan, um die Anregung in einem ultrakalten Gas und in einem optischen Gitter
zu simulieren. Die Simulationen fu¨r das Gas wurden mit Parametern durchgefu¨hrt, die den
Bedingungen im Experiment [107] entsprachen. Diese lagen voll im Gu¨ltigkeitsbereich der
klassischen Mastergleichung. Die berechneten Rydbergdichten stimmten qualitativ mit den
Messdaten u¨berein Mo¨gliche Quellen fu¨r Abweichungen wurden ausfu¨hrlich ero¨rtert. Hier
zeigte sich insbesondere, dass die Anregungsunterdru¨ckung relativ unempfindlich gegenu¨ber
der Form und genauen Sta¨rke der Wechselwirkung ist. Die alleinige Messung der Rydberg-
dichte erlaubt im Gas also keine ausreichende Charakterisierung des Anregungsprozesses.
Eine interessante Mo¨glichkeit Korrelationen schon in der Rydbergdichte beobachten zu
ko¨nnen, bot die Anregung von Rydbergatomen aus einer geordneten Struktur. Ein Dop-
pelpeak beim Einzelatom-Spektrum fu¨hrte im Gitter zu einer enormen Versta¨rkung der
Anzahl angeregter Atome bei gewissen Wechselwirkungssta¨rken. Diese Antiblockade war im
Gas nicht auszumachen. Die Anregungsversta¨rkung im Gitter konnte gut durch eine einfache
Resonanzbedingung vorhergesagt werden, die die Wechselwirkungssta¨rke in Beziehung zur
Autler-Townes-Aufspaltung setzte. Daneben wurden Strukturen gefunden, die sogar klare
Ru¨ckschlu¨sse auf Drei-Teilchen-Korrelationen zuließen. Fu¨r die direkte experimentelle Beob-
achtung der Antiblockade ist die Pra¨paration eines optischen Gitters in einem Mott-Zustand
mit je einem Teilchen pro Gitterplatz geeignet. Mit großer Wahrscheinlichkeit werden dabei
jedoch nicht alle Gitterpla¨tze besetzt werden. Daher ist es wichtig, dass sich die Antiblocka-
de als sehr robust gegenu¨ber solchen Fehlstellen erweist, was die numerische Rechnungen
dieser Arbeit besta¨tigt haben.
Die Anregungsversta¨rkung kann nicht nur in einem Gitter, sondern auch indirekt in ei-
nem Gas beobachtet werden. Dies wurde in Abschnitt 3.3 gezeigt, in dem der Zusammenhang
zwischen den ra¨umlichen Korrelationen der Rydbergatome mit der Anregungsstatistik im
Gas geschaffen wurde. Hier konnten die Vorteile des Monte-Carlo-Verfahrens voll ausgenutzt
werden. Es erlaubt na¨mlich einen direkten Zugriff sowohl auf die Teilchenzahl-Statistik, als
auch auf ra¨umliche Korrelationsfunktionen. Anhand numerisch bestimmter Paarkorrelati-
onsfunktionen wurde das geometrische Konzept des Blockade-Volumens erla¨utert. Fu¨r den
Fall der Anregungsversta¨rkung ergab sich, dass zusa¨tzlich eine Antiblockade-Schale vor-
75
handen ist. Die Verknu¨pfung der Paarkorrelationen mit den Fluktuationen in der Zahl an-
geregter Atome zeigte, dass sich die Antiblockade im Gas klar in der Anregungsstatistik
bemerkbar macht. Auf diese Weise konnte auch die in [29] gemessene Unterdru¨ckung der
Teilchenzahl-Fluktuationen klar mit dem Blockade-Effekt in Verbindung gebracht werden.
Die Simulationsergebnisse stimmten qualitativ gut mit den Messdaten u¨berein. Schließlich
wurde die statistische Analyse auf das dritte Moment der Verteilung von Rydbergatomen
angewandt. Hier zeigte sich, dass die Anregungsversta¨rkung eine deutliche Asymmetrie der
Ha¨ufigkeitsverteilung zu kleineren Teilchenzahlen verursacht.
Insgesamt wird die korrelierte Anregungsdynamik in ultrakalten Gasen durch den Zugang
mittels klassischer Mastergleichung also sehr gut erfasst. Die Methode beru¨cksichtigt einer-
seits die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung in vollem Maße und beschreibt, andererseits den
Anregungsprozess durch Raten. In beiden Punkten bieten sich direkte Erweiterungsmo¨glich-
keiten. So ko¨nnen winkelabha¨ngige Wechselwirkungen in die Beschreibung integriert werden,
deren Richtungsabha¨ngigkeit durch elektrische Felder eingestellt werden kann [49]. In diesem
Fall spiegelt sich in der Antiblockade-Schale die Symmetrie der Wechselwirkung wider. So
ko¨nnte in einem eindimensionalen Gitter untersucht werden, ob sich durch Drehen des elek-
trischen Feldes die Richtungsabha¨ngigkeit der Kopplung durch die Antiblockade-Maxima di-
rekt abbilden la¨sst. Die zweite Erweiterungsmo¨glichkeit des Monte-Carlo-Verfahrens besteht
darin zusa¨tzliche Raten in die Mastergleichung einzubauen, mit denen Ionisationsprozesse im
Gas untersucht werden ko¨nnen. Kombiniert mit einem Molekulardynamik-Algorithmus kann
so die durch die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung induzierte Stoß-Ionisation untersucht
werden. Der Vorteil der in dieser Arbeit vorgestellten Methode gegenu¨ber a¨hnlichen Ver-
fahren [6, 27] ist, dass sie das experimentelle Zwei-Stufen-Anregungsschema voll beschreibt.
Damit ko¨nnen die Auswirkungen von Blockade und Antiblockade auf den Ionisationspro-
zess im Gas untersucht und die Unterschiede in den Rydberg-Rydberg-Korrelationen auf
die Ionisationsdynamik abgebildet werden. So wird eine direkte Verbindung zwischen Anre-
gungsprozess und der Dynamik nach der Erzeugung des Rydberggases geschaffen.
Auch nach dem Abschalten des Anregungslasers hat das Rydberggas na¨mlich eine kom-
plexe und durch starke Wechselwirkungen getriebene Dynamik. Ihre Untersuchung war das
zentrale Motiv des zweiten Teils dieser Arbeit. Der Ausgangspunkt fu¨r die U¨berlegungen
in Kapitel 4 war, dass Rydbergatome ihre Anregungsenergie u¨ber große Absta¨nde resonant
austauschen ko¨nnen. Dieser Effekt konnte schon in relativ heißen Gasen beobachtet werden,
wo er auf inelastische Sto¨ße zwischen den Rydbergatomen zuru¨ckgefu¨hrt wurde [102, 113].
Die ersten Messungen des Anregungsaustausches in ultrakalten,
”
eingefrorenen“ Rydberg-
gasen [9, 83] zeigten, dass Austauschprozess hier nicht mehr als bina¨r betrachtet werden
kann. Die experimentellen Ergebnisse wurden durch eine Diffusion von Anregungsenergie
erkla¨rt [4, 43], die durch kollektive Vielteilchen-Zusta¨nde getrieben wird. Dieses Pha¨nomen
ist in anderen Bereichen der Physik und Chemie von großer Bedeutung, in denen der An-
regungstransport durch komplexe Strukturen untersucht wird. Er kann dort aber zumeist
nicht isoliert von anderen Einflu¨ssen beobachtet werden. In ultrakalten Rydbergsystemen,
die in Bezug auf ihre Geometrie und Wechselwirkungen sehr gut kontrollierbar sind, bietet
sich also die Mo¨glichkeit den elektronischen Anregungstransport isoliert zu untersuchen.
Dies wurde in Kapitel 4.1 eingehend ero¨rtert. Wie dort gezeigt wurde, sind die Be-
dingungen in typischen Rydbergsystemen derart, dass sie durch das Exziton-Konzept von
Frenkel hervorragend erfasst werden. Demnach wird die Anregungsdynamik durch kollektive
Vielteilchenzusta¨nde bestimmt, die als
”
Frenkel-Exzitonen“ bezeichnet werden. Wesentliche
Ergebnisse der Frenkelschen Theorie wurden anhand des Beispiels einer eindimensionalen
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Kette aus Rydbergatomen wiedergegeben. Die Exziton-Zusta¨nde einer Kette wurden ana-
lytisch fu¨r den Fall angegeben, dass die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung auf Nachbar-
teilchen beschra¨nkt wurde. Dieses Na¨chste-Nachbar-Modell erwies sich im Folgenden als
gut geeignet, um qualitative Aussagen u¨ber die Anregungsdynamik treffen zu ko¨nnen. Dies
konnte anhand des Transports einer anfa¨nglich lokalisierten Anregung an zwei Beispielen
demonstriert werden. In einer Kette mit konstanten Nachbarabsta¨nden zeigten sich ausge-
pra¨gte Interferenzmuster in der zeitlichen Entwicklung der Anregung, wa¨hrend sie bei einer
Kette mit einer quadratisch variierenden Abstandsverteilung vo¨llig fehlten. Dafu¨r konnte in
letzterem Fall die Anregung nahezu vollsta¨ndig durch die Kette transportiert werden. Da
die Transfergeschwindigkeit invers proportional zur Kopplungssta¨rke zwischen den Atomen
ist, ergaben sich die Unterschiede in der Zeitentwicklung der beiden Fa¨lle aus der Abstand-
sabha¨ngigkeit der Kopplung. Diese Abha¨ngigkeit der Wechselwirkung vom Teilchenabstand
fu¨hrt aber auch dazu, dass mechanische Kra¨fte auf die Rydbergatome wirken.
Die beschleunigte Bewegung von Rydbergatomen wurde im Zusammenhang mit Ionisati-
onsprozessen in Rydberggasen in einigen Arbeiten studiert [6, 7, 68, 96]. Dort wurden jedoch
Effekte eines resonanten Anregungsaustausches nicht betrachtet. Das System verhielt sich
in Bezug auf die Atombewegung vollkommen klassisch. In der vorliegenden Arbeit konnte
gezeigt werden, dass dies nicht mehr der Fall ist, wenn ein resonanter Austausch von Anre-
gungsenergie stattfindet. Dann ist die Atombewegung korreliert mit den kollektiven exzito-
nischen Eigenzusta¨nden. Dementsprechend wird die Zahl der mo¨glichen Bewegungsmuster
durch die Teilchenzahl bestimmt. Die theoretische Behandlung dieser Bewegung geschah
mit Hilfe einer quanten-klassischen Methode aus der Moleku¨lphysik, die in Abschnitt 4.2.1
vorgestellt wurde. Bei diesem Zugang werden die Teilchenpositionen als klassische Gro¨ßen
aufgefasst. Die Bestimmung ihrer Zeitentwicklung erfolgt jedoch durch Bewegungsgleichun-
gen, die von den Exzitonen-Zusta¨nden des Systems abha¨ngen. Mit dieser Methode ko¨nnen
auch nicht-adiabatische Kopplungen zwischen den exzitonischen Zusta¨nden beru¨cksichtigt
werden. Ein numerisches Verfahren, das derartige Kopplungen effizient beschreiben kann,
wurde kurz vorgestellt. Im Folgenden wurde der quanten-klassische Zugang verwendet, um
die Atombewegung anhand zweier Beispielsysteme zu untersuchen - einer regula¨r pra¨pa-
rierten Kette mit konstanten Absta¨nden (Abschnitt 4.2.2) und einer Kette mit Sto¨rstelle
(Abschnitt 4.2.3). Ein Ergebnis der Analyse war, dass in beiden Fa¨llen die Dynamik fast
vollsta¨ndig adiabatisch ablief.
Im regula¨ren Fall waren die Exziton-Zusta¨nde u¨ber die Kette delokalisiert und symme-
trisch bezu¨glich des Kettenzentrums. Diese Symmetrie spiegelte sich in den Trajektorien der
Rydbergatome wider. Der Zusammenhang der Bewegungsmuster mit der Form der exzitoni-
schen Eigenzusta¨nde konnte mit dem Na¨chste-Nachbar-Modell aus Abschnitt 4.1 gut erkla¨rt
werden. Mit diesem Modell wurden die Kra¨fte, die anfa¨nglich auf die Teilchen wirken, analy-
tisch bestimmt. Dies ergab, dass der mechanische Effekt invers proportional zur Teilchenzahl
skaliert. Der Grund dafu¨r lag in der kompletten Delokalisation der Exziton-Zusta¨nde u¨ber
die gesamte Kette. Im Gegensatz dazu erstreckten sich die Eigenfunktionen der irregula¨ren
Kette u¨ber Doma¨nen, die durch die Sto¨rstelle und durch den Rest der Kette gebildet wurden.
Die Dynamik der Sto¨rstellenatome lief deutlich schneller ab, als die der Restkettenatome.
Besonders interessant dabei war, dass die Sto¨rstelle durch die Kette wandern konnte. Da die
Bewegung dabei vollkommen adiabatisch ablief, wurde mit der Sto¨rstelle auch die auf ihr lo-
kalisierte Anregung adiabatisch durch das System transferiert. Das System war also stets in
einem exzitonischen Eigenzustand. Dadurch unterscheidet sich der adiabatische Anregungs-
transport prinzipiell vom Energietransfer, der in Abschnitt 4.1.2 besprochen wurde. Dort
77
erfolgte der Transport nur, wenn das System in einer Superposition von Eigenzusta¨nden
pra¨pariert wird. Durch die geringe Geschwindigkeit des adiabatischen Anregungstransfers
ero¨ffnet sich die Mo¨glichkeit die Propagation der Anregungsenergie orts- und zeitaufgelo¨st
im Experiment zu verfolgen. Durch Verwendung von Mikrolinsen-Systemen und modernen
Ionenoptiken ist dies schon heutzutage prinzipiell mo¨glich.
In Hinblick auf eine baldige experimentelle Untersuchung des Anregungstransfers in ge-
ordneten Rydbergsystemen ergeben sich Perspektiven fu¨r weiterreichende theoretische Un-
tersuchungen. So wird die Wellenfunktion des Schwerpunktes der Teilchen in den Mikrofallen
eine gewisse Breite aufweisen. Damit verbunden ist eine Unbestimmtheit in der Wechsel-
wirkungssta¨rke zwischen den Rydbergatomen, die zu einer Dephasierung des koha¨renten
Energietransfers fu¨hren wird. Hier kann das Exziton-Bild erweitert werden, um zu untersu-
chen, wie die Dephasierung den Transport durch die Kette unterdru¨ckt. Interessant in diesem
Zusammenhang wird sein, inwieweit der adiabatische Transfer aus Abschnitt 4.2.3, der ja
in einem einzigen Exziton-Zustand abla¨uft, davon betroffen sein wird. Eine direkte Erwei-
terung der quanten-klassischen Beschreibung stellt auch der Einbau von Transferprozessen
dar, die an einer Fo¨rster-Resonanz stattfinden. Durch die deutlich komplexere Dynamik,
die dabei abla¨uft, werden einerseits die Kra¨fte auf die Rydbergatome zu anderen Bewe-
gungsmustern fu¨hren. Andererseits ist bei einer Fo¨rster-Resonanz auch die Struktur der
adiabatischen Potentialfla¨chen vollkommen anders als in den in dieser Arbeit untersuchten
Ketten. So ko¨nnten nicht-adiabatische Kopplungen die Dynamik signifikant beeinflussen.
Eine sehr interessante Frage fu¨r die weitere Zukunft ist, ob in Rydbergketten auch zwei
exzitonische Anregungen pra¨pariert werden ko¨nnen. Dies wu¨rde die Mo¨glichkeit ero¨ffnen,
Exziton-Exziton-Wechselwirkungen in einer sehr gut kontrollierbaren Umgebung zu unter-
suchen.
Insgesamt hat die vorliegende Arbeit gezeigt, dass in ultrakalten Rydberggasen eine
stark korrelierte, komplexe Dynamik abla¨uft. Der hohe Grad an Kontrolle, der in diesen
Systemen erreicht wird, fu¨hrt dazu, dass Effekte wie Anregungsblockade und -antiblockade
sowie koha¨renter Anregungstransport gezielt untersucht werden ko¨nnen. Dies ero¨ffnet Ver-
bindeungen zu verschiedenen Teildisziplinen der Physik und schafft Perspektiven fu¨r einen
regen Austausch von Konzepten und Ideen. Dadurch wird das Studium ultrakalter Ryd-
bergsysteme sicherlich auch in Zukunkt auf spannende Fragestellungen fu¨hren.
Anhang A Zusammenhang zwischen
Q-Parameter und
Paarkorrelationsfunktion
A.1 k-Teilchen-Dichtematrizen und Korrelationen
Die Dichtematrix ρˆ erlaubt eine vollsta¨ndige Beschreibung eines quantenmechanischen Sys-
tems. Befindet sich dieses in einem reinen Zustand, d.h. wird es durch einen einzigen Zu-
standsvektor |Ψ〉 eines Hilbertraumes charakterisiert, so ist die Dichtematrix definiert als
Projektor auf diesen Zustand,
ρˆ ≡ |Ψ〉〈Ψ| . (A.1)
Besteht lediglich Kenntnis daru¨ber, mit welcher Wahrscheinlichkeit wi sich das System im
quantenmechanischen Zustand |Ψi〉 befindet, spricht man von einem gemischten Zustand
und die Definition (A.1) verallgemeinert sich zu
ρˆ ≡
∑
i
wi|Ψi〉〈Ψi| , (A.2)
mit
∑
i wi = 1. Mithilfe der Dichtematrix la¨sst sich der Erwartungswert einer beliebigen
Observablen Aˆ durch
〈Aˆ〉 = Tr Aˆρˆ , (A.3)
bestimmen. Dabei bezeichnet ”Tr” die Spurbildung u¨ber das Operatorprodukt im Hil-
bertraum. Schließlich wird die Zeitentwicklung von ρˆ durch die Liouville-von-Neumann-
Gleichung bestimmt,
i ˙ˆρ = [Hˆ, ρˆ] . (A.4)
Dabei ist Hˆ der Hamiltonoperator des Systems.
Bei den folgenden Betrachtungen eines Systems aus N Teilchen wird die Dichtematrix,
die das Gesamtsystem beschreibt, mit ρˆ(N) bezeichnet. Ihre Matrixelemente werden durch
N Indexpaare (xi; yi) charakterisiert,
ρ(N)(x1, . . . , xN ; y1, . . . , yN) .
Dabei gibt jeder Index xi den Quantenzustand des Teilchens i an, wie z.B. seinen Ort ri und
seinen elektronischen Zustand αi, also xi = {ri, αi}. Die Spurbildung in (A.3) kann jetzt als
Sequenz von Integrationen u¨ber alle Indexpaare (xi; yi) aufgefasst werden. In symbolischer
Form la¨sst sich diese Operation schreiben als
Tr = Tr1 · · ·TrN . (A.5)
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Hier bezeichnet Tri die Ausintegration des zum Teilchen i geho¨rigen Indexpaares,
Tri ρ
(N)(x1, . . . , xN ; y1, . . . , yN) =
∫
dzi ρ
(N)(x1, . . . , zi, . . . , xN ; y1, . . . , zi, . . . , yN) .
Mithilfe des eben beschriebenen Konzepts der partiellen Spurbildung lassen sich nun soge-
nannte k-Teilchen Dichtematrizen definieren, indem aus der vollen Dichtematrix ρˆ(N) N−k
Freiheitsgrade heraus integriert werden,
ρˆ(k) ≡ Trk+1,...,N ρˆ(N) . (A.6)
Dabei ist es irrelevant, u¨ber welche N − k Indexpaare gespurt wird, da das Ergebnis nicht
von der konkreten Wahl der Numerierung der Teilchen abha¨ngen darf. Daher wird hier und
im Folgenden die Ausintegration immer u¨ber die Indexpaare k + 1, . . . , N durchgefu¨hrt.
Die Bedeutung der k-Teilchen Dichtematrizen wird ersichtlich, wenn Erwartungswerte von
Observablen bestimmt werden.
In einemN -Teilchen-System ko¨nnen Operatoren nach der Anzahl der Einteilchenzusta¨nde
klassifiziert werden, welche durch die Anwendung des Operators abha¨ngig voneinander be-
einflusst werden. Beispielsweise kann ein Einteilchen-Operator in der Form
Aˆ(1) =
N∑
i=1
aˆi
dargestellt werden. Er ist additiv und jeder Term wirkt lediglich auf den Zustand ei-
nes einzigen Teilchens, unabha¨ngig von den Zusta¨nden der restlichen Teilchen. Bei einem
Zweiteilchen-Operator
Aˆ(2) =
∑
1≤i<j≤N
aˆij
ha¨ngt die Wirkung jedes Terms der Doppelsumme von den Zusta¨nden zweier Teilchen ab
und im allgemeinen Fall eines k-Teilchen-Operators
Aˆ(k) =
∑
1≤i1<i2<···<ik≤N
aˆi1,i2,...,ik (A.7)
wirkt jeder Term der k-fach Summe auf k Einteilchen-Zusta¨nde.
Die k-Teilchen-Dichtematrizen treten in Erscheinung, wenn man den Erwartungswert ei-
nes k-Teilchen-Operators berechnet. Beispielsweise ergibt sich fu¨r einen Einteilchen-Operator
〈Aˆ(1)〉 = Tr Aˆ(1)ρˆ(N)
= Tr1 . . .TrN Aˆ
(1)ρˆ(N)
= Tr1 . . .TrN aˆ1ρˆ
(N) + · · ·+ Tr1 . . .TrN aˆN ρˆ(N)
= Tr1aˆ1Tr2 . . .TrN ρˆ
(N) + · · ·+ TrN aˆN Tr1 . . .TrN−1ρˆ(N)
= NTr1aˆ1Tr2 . . .TrN ρˆ
(N)
= NTr1 aˆ1 ρˆ
(1) .
Die vorletzte Zeile folgt aus der oben bereits angesprochenen Symmetrie des Systems bezu¨glich
der Numerierung der Teilchen, wobei hier der Index 1 als Referenz ausgewa¨hlt wurde. In
analoger Weise erha¨lt man fu¨r den Erwartungswert eines beliebigen k-Teilchen Operators,
〈Aˆ(k)〉 =
(
N
k
)
Tr1,...,k aˆ1,...,kρˆ
(k) , (A.8)
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wobei der kombinatorische Faktor aus der Symmetrie bezu¨glich der Vertauschung der Teil-
chenindizes herru¨hrt.
Gleichung (A.8) zeigt, dass zur Bestimmung des Erwartungswertes einer k-Teilchengro¨ße
nicht die volle Dichtematrix ρˆ(N) und damit die vollsta¨ndige Kenntnis des N -Teilchen-
zustandes des Systems erforderlich ist, sondern, dass schon die Kenntnis der k-Teilchen-
zusta¨nde ausreicht. Allerdings stellt sich natu¨rlich die Frage, wie die k-Teilchen-Dichtematrix
ohne vorhergehende Berechnung von ρˆ(N) erhalten werden kann.
Dies kann dadurch erreicht werden, indem die Operation der partiellen Spurbildung auf
der Liouville-von-Neumann-Gleichung angewandt und (A.4) dadurch in eine Hierarchie von
gekoppelten Differentialgleichungen (BBGKY-Hierarchie) umgewandelt wird [18]. Fu¨r ein
System, das durch einen Hamiltonoperator der Form
Hˆ =
N∑
i=1
hˆi +
∑
1≤i<j≤N
vˆij
beschrieben wird, ergibt sich als Bestimmungsgleichung fu¨r die k-Teilchen-Dichtematrix,
i ˙ˆρ(k) =
[
Hˆ(k), ρˆ(k)
]
+ (N − k)Trk+1
[
k∑
i=1
vˆi,k+1, ρˆ
(k+1)
]
, (A.9)
mit
Hˆ(k) ≡
k∑
i=1
hˆi +
∑
1≤i<j≤k
vˆij . (A.10)
In Gleichung (A.9) ist ρˆ(k) u¨ber Terme, die von ρˆ(k+1) abha¨ngen, an die na¨chst ho¨here Ebene
der Hierarchie gekoppelt. Um nun ρˆ(k) na¨herungsweise zu bestimmen, wird die Hierarchie
dadurch abgebrochen, dass ρˆ(k+1) als Linearkombination von Dichtematrizen niedrigerer
Ordnung ausgedru¨ckt wird. Dadurch entsteht ein geschlossenes Gleichungssystem, mit der
die k-Teilchen-Dichtematrix bestimmt werden kann.
In einem System nicht miteinander wechselwirkender Teilchen (vˆij = 0) faktorisiert die
N -Teilchen-Dichtematrix exakt in ein Produkt von N Einteilchen-Dichtematrizen,
ρˆ(N) =
(
ρˆ(1)
)N
.
Wird das wechselwirkungsfreie System als Referenz aufgefasst, so ko¨nnen die in einem wech-
selwirkenden System vorhandenen Korrelationen relativ zu der Referenz bestimmt werden,
ρˆ(k) =
(
ρˆ(1)
)k
gˆ(k) . (A.11)
Die durch Gl. (A.11) definierte Gro¨ße gˆ(k) wird als k-Teilchen-Korrelation und ihre Ma-
trixelemente als k-Teilchen-Korrelationsfunktionen bezeichnet. Fu¨r k = 2 heisst gˆ(2) ≡ gˆ
Paarkorrelation und die Matrixelemente Paarkorrelationsfunktionen.
A.2 Q-Parameter ausgedru¨ckt durch die
Paarkorrelationsfunktion
Als Anwendung des im vorigen Abschnitt vorgestellten Apparats wird im Folgenden der
Zusammenhang zwischen dem Mandelschen Q-Parameter und der Paarkorrelationsfunktion
hergeleitet.
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Der Mandelsche Q-Parameter misst die Abweichung der Verteilung von Werten einer
Observablen Aˆ von einer Poisson-Verteilung und ist definiert als [75]
Q ≡ 〈Aˆ
2〉 − 〈Aˆ〉2
〈Aˆ〉 − 1 . (A.12)
Bei einer Poisson-Verteilung der Messwerte ist die Varianz gleich dem Mittelwert und daher
Q gleich Null, ansonsten ungleich Null. Bei bekannter Dichtematrix ρˆ des Systems, sind die
Erwartungswerte in (A.12) durch Ausdruck (A.3) gegeben. Die in Kapitel 3.3 untersuchte
Observable ist die Anzahl von angeregten Atomen (Aˆ = NˆRyd).
Wa¨hlt man zur Darstellung des Vielteilchen-Hilbertraumes die Produktbasis
|α1r1, . . . , αNrN〉 ≡ |α1r1〉 · · · |αNrN〉 (A.13)
wobei N die Gesamtanzahl der Atome im System, ri den Ort und αi den elektronischen
Zustand des Teilchens i bezeichnet, kann der Teilchenzahloperator der Rydbergatome dar-
gestellt werden als
NˆRyd =
N∑
i=1
∫
dri|eri〉〈eri| . (A.14)
Die Projektoren in der Summe projizieren auf Zusta¨nde, in denen das Teilchen i im Ryd-
bergzustand (αi = e) befindet. Ferner erstrecken sich die Integrationen u¨ber das gesamte
Volumen des Systems. Schließlich ist, da das Quadrat eines Projektors gleich dem Projektor
selbst ist, das Quadrat von NˆRyd durch
Nˆ2Ryd = NˆRyd + 2
∑
1≤i<j≤N
∫
dridrj|eri, erj〉〈eri, erj | (A.15)
gegeben, d.h. es ist eine Summe aus Einteilchen-, und Zweiteilchen-Operatoren.
Der Erwartungswert dieser Operatoren la¨sst sich mit Hilfe der im vorigen Abschnitt
eingefu¨hrten reduzierten Dichtematrizen (A.6) berechnen, welche sich in der gewa¨hlten Basis
darstellen lassen als
ρ
(k)
α1,...,αk;β1,...,βk
(x1, . . . ,xk;y1, . . . ,yk) =
∑
γk+1,...,γN
∫
dzk+1 · · ·dzN×
ρ
(N)
α1,...,αk,γk+1,...,γN ;β1,...,βk,γk+1,...,γN
(x1, . . . ,xk, zk+1, . . . , zN ;y1, . . . ,yk, zk+1, . . . , zN) ,
wobei die griechischen Indizes den elektronischen Zustand und xi,yi, zi die Position des
Teilchens i bezeichnen und sich die Summationen u¨ber alle betrachteten elektronischen
Zusta¨nde und die Integrationen u¨ber das gesamte Volumen erstrecken. Damit erha¨lt man
〈NˆRyd〉 = N
∫
drρ(1)e;e(r; r) (A.16a)
〈Nˆ2Ryd〉 = 〈NˆRyd〉+N(N − 1)
∫
drdr′ρ(2)ee;ee(r, r
′; r, r′) (A.16b)
und der Mandelsche Q-Parameter ergibt sich als
Q =
N(N − 1)
〈NˆRyd〉
∫
drdr′ρ(2)ee;ee(r, r
′; r, r′)− 〈NˆRyd〉 . (A.17)
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Im Spezialfall, dass die Rydberg-Rydberg Wechselwirkung verschwindet, faktorisiert die
Zweiteilchen Dichtematrix in ein Produkt von Einteilchen-Dichtematrizen, ρˆ(2) = ρˆ(1) · ρˆ(1),
und der Q-Parameter reduziert sich auf
Q0 = −
∫
drρ(1)e;e(r; r) = −fe , (A.18)
d.h. er ist gleich der negativen Wahrscheinlichkeit ein Rydbergatom im System anzuregen.
Mithilfe der in (A.11) definierten Korrelationsfunktion, kann nun der Zusammenhang
zwischen Q-Parameter und den Paarkorrelationen zwischen Rydbergatomen bestimmt wer-
den. Die beno¨tigte Korrelationsfunktion ist
ρ(2)ee;ee(r, r
′; r, r′) = ρ(1)e;e(r; r) ρ
(1)
e;e(r
′; r′) g(r, r′) . (A.19)
Im wechselwirkungsfreien Fall ist g = 1.
Um einen u¨bersichtlichen Ausdruck fu¨r Q zu erhalten wird angenommen, dass das Gas
homogen und die Rydberg-Rydberg-Wechselwirkung isotrop ist, d.h., dass die Rydbergdich-
te nRyd = Nρ
(1)
e;e unabha¨ngig vom Ort ist und die Paarkorrelationsfunktion nur vom Abstand
r der Teilchen abha¨ngt. Der Ausdruck (A.17) fu¨r den Q-Parameter ergibt dann
Q = nRyd
∫
dr
(
N − 1
N
g(r)− 1
)
, (A.20)
d.h. Q ist ein indirektes Maß fu¨r die Abstandsverteilung der Rydbergatome im System.
Anhang B Der fewest-switching-
Algorithmus
Der fewest-switching-Algorithmus wurde 1990 von John Tully vorgestellt [119]. Er ist
ein stochastisches Verfahren, mit dem die gekoppelten Differentialgleichungen (4.21) und
(4.23) aus Kapitel 4.2 numerisch gelo¨st werden ko¨nnen. Das Gleichungssystem beschreibt
die Kopplung von Atombewegung und Exziton-Dynamik und lautet mit den Bezeichnungen
aus Kapitel 4.1
ic˙k = ǫkck − i
N∑
q=1
~˙ρ · ~dkq cq (B.1a)
M~¨ρ(k) = −∇~ρ〈φk|Hel|φk〉 . (B.1b)
Der Term, der die Gleichungen koppelt ist proportional zum nicht-adiabatischen Kopplungs-
vektor [vgl. Gl. (4.22)]
~dkq ≡ 〈φk|∇~ρ φq〉 = 〈φk|∇~ρH
el(~ρ)|φq〉
ǫq(~ρ)− ǫk(~ρ) , (B.2)
mit ~dkk = 0 und ~d
⋆
kq = −~dqk. Bevor das Verfahren zur Lo¨sung von (B.1) angegeben wird,
wird die Gleichung fu¨r die Quantenamplituden in einen a¨quivalenten Ausdruck fu¨r die Kom-
ponenten der exzitonischen Dichtematrix,
akq = ckc
⋆
q , (B.3)
umgeschrieben. Eingesetzt in (B.1(a)) ergibt sich
ia˙kq = (ǫk − ǫq) akq − i
∑
p
(
apq ~˙ρ · ~dkp − akp~˙ρ · ~dpq
)
. (B.4)
Die Bestimmungsgleichung fu¨r die Exziton-Populationen akk kann daher in der Form
a˙kk =
∑
p 6=k
bkp (B.5)
geschrieben werden. Dabei ist
bkp = −2Re
(
a⋆kp~˙ρ · ~dkp
)
. (B.6)
Nachdem die Anfangspositionen ~ρ0 und Anfangsgeschwindigkeiten ~˙ρ0 gesetzt wurden, wird
die Propagation des Systems aus dem Exziton-Zustand |φk〉 folgendermaßen durchgefu¨hrt:
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1. Das Differentialgleichungssystem (B.1) wird auf einem kleinen Zeitschritt δt numerisch
integriert. Dabei sollte δt so klein gewa¨hlt werden, dass sich innerhalb des Zeitraums
die exzitonische Wellenfunktion nur unwesentlich a¨ndert.
2. Die Wahrscheinlichkeiten gkq fu¨r einen U¨bergang vom Zustand |φk〉 in alle anderen
Zusta¨nde |φq〉 werden durch
gkq = max
(
0,
bqkδt
akk
)
(B.7)
bestimmt. Eine gleichverteilte Zufallszahl ξ aus dem Intervall [0, 1] wird gezogen und
die U¨bergangswahrscheinlichkeit mit ihr verglichen. Beispielsweise ist ein U¨bergang
von k = 1 nach q = 2 mo¨glich, falls ξ < g12 ist. Ein U¨bergang nach q = 3, falls
g12 < ξ < g12 + g13 ist, und so weiter.
3. Falls kein U¨bergang mo¨glich ist, wird (B.1) weiter integriert und die Prozedur wieder-
holt. Ist ein U¨bergang mo¨glich wird entschieden, ob er auch erlaubt ist, d.h. ob durch
ihn die Gesamtenergie erhalten bleibt. Da sich bei einem Wechsel der Zusta¨nde die
potentielle Energie sprunghaft a¨ndert, muss die kinetische Energie des Systems aus-
reichend sein, um die A¨nderung kompensieren zu ko¨nnen. Die Kompensation erfolgt
durch
”
Anpassung“ der Geschwindigkeiten. Sie wird weiter unten angegeben. Reicht
die kinetische Energie nicht aus wird der Sprung abgelehnt (
”
verbotener U¨bergang“).
Ansonsten erfolgt die weitere Zeitentwicklung im neuen Zustand |φq〉. In beiden Fa¨llen
wird die Prozedur wiederholt bis der gewu¨nschte Endzeitpunkt erreicht ist.
4. Das Verfahren wird fu¨r einen Startzustand |φk〉 so oft wiederholt, bis ein konvergiertes
Ergebnis fu¨r die Trajektorien erhalten wird.
Da die Methode stochastisch ist, erfolgen die U¨berga¨nge fu¨r jede Einzelrealisation zu ver-
schiedenen Zeitpunkten. Durch die Geschwindigkeitsanpassung bei U¨berga¨ngen, sind die
Einzeltrajektorien dort nicht differenzierbar. Erst die Mittelung u¨ber viele Einzelrealisie-
rung ergibt glatte Teilchenbahnen.
Die Anpassung der Geschwindigkeiten wird in [54] hergeleitet. Hier werden lediglich
die beno¨tigten Ausdru¨cke angegeben. Bei einem U¨bergang vom Zustand k nach q ergibt
sich die angepasste Geschwindigkeit R˙′i des Teilchen i aus der urspru¨nglichen R˙i und dem
nicht-adiabatischen Kopplungsvektor d
(i)
kq des Teilchens als
R˙′i = R˙i −
γkqd
(i)
kq
M
(B.8)
Hier ist γkq definiert als
γkq ≡
βkq +
√
β2kq + 4αkq(ǫk − ǫq)
2αkq
fu¨r βkq < 0 (B.9)
γkq ≡
βkq −
√
β2kq + 4αkq(ǫk − ǫq)
2αkq
fu¨r βkq ≥ 0, (B.10)
87
wobei
αkq ≡ 1
2M
N∑
i=1
|d(i)kq |2 (B.11a)
βkq ≡
∑
i=1
R˙Ni · d(i)kq . (B.11b)
Der U¨bergang k → q ist erlaubt, falls γkq reell ist, d.h falls
β2kq + 4αkq(ǫk − ǫq) > 0. (B.12)
Anderenfalls wird beim Tully-Algorithmus die Geschwindigkeitskomponente in Richtung des
nicht-adiabatischen Kopplungsvektors umgedreht und es gilt
γkq = βkq/αkq . (B.13)
Ein verbotener U¨bergang wirkt also wie eine Reflexion an einer Wand.
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